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VORWORT ZUR DRITTEN AUFLAGE. 



JL/ie hier gebotene Darstellung der Hauptsätze der Differential- 
und Integralrechnung war ursprünglich für die Studierenden an 
der hiesigen technischen Hochschule bestimmt. Sie sollte den- 
selben eine Erleichterung in der Auffassung der Vorlesung über 
Differential- und Integralrechnung bieten, sowie zu Wiederholungen 
des wichtigsten Vorlesungsinhalts dienen. 

Aus dem Absätze, welchen die beiden ersten Auflagen ge- 
funden haben, darf ich indessen den Schluß ziehen, daß das Buch 
auch außerhalb der hiesigen Hochschule eine ausgedehntere Be- 
nutzung gefunden hat. Deshalb habe ich bei der vorliegenden 
dritten Auflage eine vollständige Umarbeitung vorgenommen, da- 
mit die Besonderheiten der hiesigen Unterrichtsanordnung nicht 
mehr allzu stark hervortreten. 

Ursprünglich war das Buch in drei Heften erschienen, welche 
sich an den hierselbst bestehenden dreisemestrigen Vorlesungs- 
zyklus anschlössen. Da aber sachliche Gründe nicht für die Bei- 
behaltung dieser Dreiteilung sprachen, so habe ich sie nunmehr 
aufgegeben und lege die Neuauflage des Buches in einem einzigen 
Bande vor. Bei der Darstellung selbst habe ich, abgesehen von 
zahlreichen kleineren Abänderungen und Besserungen, eine Reihe 
von tiefer greifenden Umstellungen und Ergänzungen vorgenommen, 
wobei natürlich auch die in den letzten Jahren gesammelten Unter- 
richtserfahrungen mitgewirkt haben. Speziell erwähne ich, daß 
ich, einer Anregung mehrerer technischer und mathematischer 
Kollegen folgend, eine Besprechung der Definition und der Grund- 
eigenschaften der hyperbolischen Funktionen aufgenommen habe. 



VI Vorwort. 

Was die eingehaltene Strenge der Darstellung angeht, so habe 
ich keinen Anlaß gefunden, den Standpunkt, welchen die erste 
Auflage in dieser Hinsicht einnahm, zu verlassen. Herr F. Klein 
hat gelegentlich 1 ) ausgeführt, daß „namentlich in solchen Vor- 
lesungen, deren Zuhörer von vornherein darauf angewiesen sind, 
sehr wesentlich mit der Anschauung zu arbeiten, also in Vor- 
lesungen für Naturforscher und Ingenieure, der Ausgangspunkt 
notwendig von der Anschauung genommen werden sollte, und daß 
die Mathematik durch einseitige Überspannung der logischen Form 
in jenen Kreisen viel von der allgemeinen Geltung verloren hat, 
welche ihr naturgemäß zukommt". Ich zweifle nicht, daß alle 
diejenigen, welche den Betrieb und die Anforderungen des Unter- 
richts an einer technischen Hochschule kennen gelernt haben, 
diesen Sätzen ohne weiteres zustimmen werden. Allerdings gibt 
es immer noch Kritiker, welche jene wohlerwogenen didaktischen 
Bücksichten nicht gelten lassen wollen und selbst von mathe- 
matischen Lehrbüchern, welche für technische Hochschulen be- 
stimmt sind, eine strenge „Arithmetisierung" ihrer Gegenstände 
verlangen. Solche Kritiker werden unzweifelhaft von ihren An- 
schauungen zurückkommen, sobald sie ein wenig tiefer in die 
Bedeutung der Mathematik an einer technischen Hochschule ein- 
dringen. 

Natürlich soll nach wie vor die vornehmlichste Bestimmung 
dieses Buches die sein, als Leitfaden neben den Vorlesungen über 
Differential- und Integralrechnung zu dienen; einen Ersatz dieser 
Vorlesungen vermag dasselbe nicht zu bieten. Zur Darstellung 
gelangt hier gewissermaßen nur das Gerüst jener Vorlesungen. 
Alle näheren Darlegungen und zumal fast alle Ausführungen an 
Beispielen bleiben den Vorlesungen selber vorbehalten. Diese 
Beispiele und anschaulichen Ausführungen wird man einmal der 
Geometrie der Kurven und Fläehen entnehmen, andererseits aber 
auch aus den Gebieten der Technik und der Naturwissenschaften 
oder aus den Erfahrungen des täglichen Lebens schöpfen. Vor 
kurzem habe ich ausführlich auseinandergesetzt, wie ich mir 
die zweckmäßigste Ausgestaltung des mathematischen Hochschul- 



l ) In dem Vortrage „ Über Arithmetisierung der Mathematik", veröffent- 
licht in den Nachrichten der Egl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
Geschäftliche Mitteilungen, 1895, Heft 2. 



Vorwort. VII 

• 

Unterrichts denke. Es geschah dies bei Gegenwart eines Vor- 
trages 1 ), welcher der Einführung der von Herrn F. Süchting und 
mir veranstalteten deutschen Ausgabe von John Perrys „Cal- 
cülus for engineers" 2 ) diente. Der vorliegende Leitfaden charak- 
terisiert mein a. a. 0. entwickeltes Programm nach der rein 
mathematischen Seite. Derselbe enthält, wie ich durch persön- 
liche Besprechung mit meinen technischen Kollegen festgestellt 
habe, diejenigen Grundlagen der Differential- und Integral- 
rechnung, welche für das weitere Studium der technischen Wissen- 
schaften notwendig und ausreichend sind. 

1 ) „Über den mathematischen Hoch Schulunterricht" , veröffentlicht im 
5. Heft des diesjährigen Jahresberichts der Deutschen Mathematiker -Ver- 
einigung, Mai 1902. 

2 ) „Höhere Analysis für Ingenieure", Leipzig 1902, bei B. G. Teubner. 

Braunschweig, im August 1902. 

Robert Frieke. 



VORWORT ZUR VIERTEN AUFLAGE. 



JJie vierte Auflage meines Vorlesungsleitfadens unterscheidet 
sich von der dritten, abgesehen von einer großen Reihe stilistischer 
Abänderungen, durch ein paar tiefer gehende, teils die Erklärung 
von Begriffen, teils die Anlage von Beweisen betreffende Um- 
gestaltungen. Ich gebe mich der Hoffnung hin, daß diese Ab- 
änderungen als Verbesserungen erkannt werden möchten, und daß 
das Buch auch in seinem vierten Kleide neue Freunde zu seinen 
alten hinzuerwerben möchte. 

Braunschweig, im Juli 1905. 

Robert Frieke. 
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1. Veränderliche und unveränderliche Größen. 

Erklärung: Eine Größe, welche im Laufe der Zeit verschiedene 
Werte annimmt, heißt eine veränderliche oder variäbele Größe oder 
auch kurz eine „ Veränderliche" oder „ Variäbele u ; man bezeichnet solche 
Variäbele in der Begel durch die letzten Buchstaben des Alphabetes, wie 
x, y . . ., X, Y . . ., £, fj . . . Eine Größe, welche im Laufe der Zeit ihren 
Zahlwert beibehält, heißt eine unveränderliche oder konstante Größe oder 
kurz eine „Konstante" ; zur Bezeichnung von Konstanten benutzt man 
vornehmlich die Anfangsbuchstäben des Alphabetes a, b..., A, 2?..., 

66, ß ... 

Zur geometrischen Deutung konstanter oder variabeler Größen 
dient die sog. Zahlenlinie, d. i. eine Gerade, deren Punkte, wie in Fig. 1 

angedeutet ist, in bekannter -p. - 

Weise als Bilder der ganzen t t | 

und gebrochenen Zahlen gel- '_ -| o ^ 1 2 
ten. Wählt man die Strecke 

von bis 1 als Längeneinheit, Fig« 2. 

5 h 



so bekommt z. B. die Zahl ~- * b 

7 

ihren Bildpunkt rechts vom „Nullpunkte", und zwar in der Ent- 

5 3 
f ernung — von letzterem ; die negative Zahl — wird ihren Bildpunkt 

3 
links vom Nullpunkte, und zwar in der Entfernung -— von diesem 

finden usw. 

Eine Variäbele x heißt unbeschränkt veränderlich, falls sie jeden 
möglichen Wert annehmen kann, falls also ihr Bildpunkt auf der Zahlen- 
linie an jede Stelle gelangen kann. Wird dagegen die Variäbele x nie- 
mals kleiner als eine Zahl a und niemals größer als eine Zahl b, die 
> a ist, so bringt man dies zum Ausdruck durch: 

a <^ x < b 

und bezeichnet die in Fig. 2 eingegrenzte Strecke der Zahlenlinie von 
a bis b als das Intervall der Variabelen x. 

Fricke, Leitfaden. i 
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2. Begriff der Funktionen und geometrische Deutung 

derselben. 

Erklärung: Sind zwei Veränderliche x und y derart aneinander 
gebunden, daß zum einzelnen Werte x immer ein Wert y oder eine ge- 
wisse Anzahl von Werten y nach einem bestimmten Gesetze zugehört* so 
heißt y eine „Funktion" von x. Man sieht das ztci sehen x und y be- 
stehende Verhältnis so an, daß man x als die „unabhängige" Variabele 
auffaßt, die Funktion y von x aber als die „abhängige". 

Der Begriff der Funktion ist der wichtigste Grundbegriff, mit dem 
wir zu arbeiten haben; und auf die Funktionen beziehen sich die 
Operationen der Differential- und Integralrechnung. 

Die für die Rechnung geeignetste Art der Angabe einer Funktion 
ist diejenige vermöge einer Gleichung, wie z. B.: 

y = 2 x + 7 oder y = ax 2 + bx + c. 

Will man unentschieden lassen, welche besondere Funktion y von 
x ist, so bedient man sich der symbolischen Schreibweise y = f(x) und 
spricht kurz von einer „Funktion f(x) a . Kommen in einer Betrachtung 
mehrere Funktionen nebeneinander vor, so unterscheidet man sie durch 
Gebrauch verschiedener Symbole, wie: f(x), g(x), F(x), <p{x) usw. 

Die unabhängige Yariabele x bezeichnet man auch als „Argument" 
der Funktion. 

Ist eine Gleichung, durch welche man eine Funktion gibt, noch 
nicht nach y aufgelöst, so spricht man von einer unentwickelten oder 
impliziten Angabe der Funktion und nennt in abgekürzter Sprechweise 
für diesen Fall wohl auch die Funktion selbst eine unentwickelte oder 

implizite. Als Beispiel diene die 

. _ durch die Gleichung: 

— : Achse ° 

y* — x — 6y + 11 = 

gegebene Funktion y von x. Die 

gleiche Funktion ist als explizite, d. i. 

entwickelte Funktion definiert oder 

kurz explizite gegeben durch die 

x-Achse -,, . , 

Gleichung : 

y = 3 + )fx — 2. 

Als symbolische Schreibweisen im- 
pliziter Funktionen dienen Gleichungen der Gestalt f(x, y) = 0, 
F(x, y) = usw. 

Um eine geometrische Versinnlichung der Funktionen zu gewinnen, 
benutzt man für gewöhnlich ein rechtwinkliges Koordinatensystem in 
der Ebene, wie es in der analytischen Geometrie gebräuchlich ist. Der 
einzelne Punkt der Ebene bekommt eine Abszisse x und eine Ordinate y 



Fig. 4. 
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(vgl. Fig. 3), die wir auch zusammenfassend die Koordinaten x, y 
des Produktes nennen. Alle Punkte, deren Koordinaten #, y eine 
Gleichung y = f(x) oder F(x, y) = befriedigen, bilden eine in der 
Ebene gelegene Kurve, wie in der analytischen Geometrie gezeigt wird. 

Lehrsatz: Deutet man x und y als rechtwinklige Koordinaten in 
einer Ebene, so stellt die Gleichung y = f(x) oder F(x, y) = eine 
in dieser Ebene gelegene Kurve dar; diese Kurve 
benutzt man als geometrisches Bild der durch 
y = f(x) bzw.F(x, y) = gegebenen Funktion. 

So ist z. B. in Fig. 4 die Kurve gezeichnet, 
welche das geometrische Bild der Funktion 
y ■= x 2 — 4 ist. Für zwei Punkte sind in der 
Figur die Werte der Koordinaten in Klammern 
hinzugesetzt. 

Umgekehrt kann man durch eine in der 
x,y- Ebene gezeichnete Kurve immer auch eine 
Funktion y von x definieren. Benutzt man für 
die Zeichnung der Kurve sog. Millimeterpapier, 
welches mit einer Einteilung in Quadratmilli- 
meter versehen ist, so kann man die zu den 

einzelnen Werten x gehörenden Funktionswerte y aus der Zeichnung 
näherungs weise sehr bequem ablesen. 




3. Umkehrung oder Inversion der Funktionen. 

Sieht man in der Gleichung y = f(x) nicht wie bisher x, sondern 
y als die unabhängige, Veränderliche an, so wird x eine Funktion von 
y sein. Um diese Funktion explizite darzustellen, haben wir die Glei- 
chung y = f(x) nach x aufzulösen , was x = <p (y) geben mag. In 
dieser letzteren Gleichung wollen wir jetzt noch, damit fortan wieder x 
als Benennung der unabhängigen Yariabelen diene, einen Austausch in 
der Bezeichnung beider Variabelen vornehmen. 

Man wird so zur Funktion y = (p (x) geführt, welche die zu f(x) 
„umgekehrte" oder „inverse" Funktion heißt. Der Prozeß des Über- 
ganges von f(x) zu (p(x) heißt „Umkehrung" oder „Inversion" der 
Funktion f(x). 

Das Verhältnis von f(x) zur inversen Funktion (p (x) ist offenbar 
ein gegenseitiges, d. h. zu (p (x) ist wiederum f(x) invers. 

Zueinander invers sind z. B. die Funktionen f(x) = x n und 

n 

cp (x) = \x oder f(x) = x 2 — 1 und qp (x) = yäT-j-l usw. 

Die zu y = f(x) gehörende Kurve liefert dadurch die Werte der 
Funktion x = (p(y), daß man für gegebene Ordinaten y die Werte x 
der zugehörigen Abszissen an der Kurve abmißt. Der nachherige Aus- 

1* 
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tausch der Bezeichnungen beider Veränderlichen und damit der Über- 
gang zur Gleichung y = <p (x) ergibt folgende Vorschrift : 

Um aus der Kurve einer Funktion f(x) das geometrische Bild der 

inversen Funktion <p(x) zu gewinnen, hat man jene Kurve um die Hal- 

j,. 5 bierungslinie des von der positiven x- Achse 

und der positiven y- Achse gebildeten Win- 
kels umzuklappen. 

Für die in Fig. 4 dargestellte Kurve 
der Funktion (x 2 — 4) ist diese Operation 
in Fig. 5 ausgeführt; die neue Kurve, 

welche somit der Funktion y#-t-4 zu- 
gehört, ist stärker ausgezogen. Man sieht, 
daß bei der letzteren Kurve zu jeder 
Abszisse x > — 4 zwei einander genau 
entgegengesetzte Ordinaten y gehören. 
Letzteres entspricht dem Umstände, daß 

wir die Quadratwurzel \x-\-4 sowohl mit 
dem positiven wie negativen Zeichen versehen dürfen. Die hierin liegende 

Zweideutigkeit kommt in der Formel y = + y # + 4 direkt zum 
Ausdruck. 

4. Die rationalen und die irrationalen Funktionen. 

1. Die einfachste Funktion, welche man bilden kann, ist die 
Potenz y = x n mit ganzem positiven Exponenten n. 
Man betrachte weiter die Funktion: 

y = ax h + °% 7 — c% -\- d. 

Dieselbe ist aus x und den Konstanten a, fr, o, d durch die Opera- 
tionen der Addition, Subtraktion und Multiplikation zu berechnen. 

Erklärung: Eine Funktion y, welche aus x und gegebenen Kon- 
stanten durch die Operationen der Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation berechenbar ist, heißt eine „ganze rationale Funktion" oder 
kurz eine „ganze Funktion". 

Die größte als Exponent von x auftretende ganze Zahl heißt der 
Grad der ganzen Funktion. Ist der Grad gleich 1, so spricht man 
auch von einer linearen ganzen Funktion. 

Eine ganze rationale Funktion wird „geordnet", indem man die 
Glieder mit gleichen Potenzen von x zusammenfaßt und sodann alle 
Glieder etwa nach ansteigenden Potenzen von x anordnet. 

Lehrsatz: Eine ganze rationale Funktion n ten Grades von x hat 
die geordnete Gestalt: 

(1) y = a + a x x + a 2 x* + • • • + a n x n , 

wo a , Ox, ..., a n konstante Koeffizienten sind. 
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IL Man betrachte ferner die Funktion: 

y =r ■ -\- — • 

ax — b x + c 

Dieselbe ist aus x und den Konstanten a, b, c zu berechnen durch 
die Operation der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division, 
welche man unter der Benennung der „rationalen Operation* zu- 
sammenlaßt. 

Erklärung: Eine Funktion , welche aus x und gegebenen Kon- 
stanten durch rationale Operationen berechenbar ist, heißt eine „rationale 
Funktion*. 

Die soeben als Beispiel angegebene rationale Funktion kann man 
auch so schreiben: 

1 x — 1 x 2 + ex -\- (x — \)(ax — b) 

V ~ ax — b + x 2 + ex ~ (ax — b)(x* + ex) ' 

d. h. sie kann als Quotient zweier ganzen Funktionen dargestellt 
werden. Allgemein gilt der 

Lehrsatz: Eine rationale Funktion von x hat die geordnete 
Gestalt: 

{ } y ~b + b x x + b 2 X* + ..- + b m x m ' 

wo die a und b konstante Koeffizienten sind. 

Die größere unter den beiden ganzen Zahlen m und n oder, falls 
beide gleich sind, eine von ihnen liefert den Grad der rationalen Funk- 
tion. Ist der Grad gleich 1, so spricht man auch von einer linearen 
Funktion. 1 n 

III. Die einfachste „irrationale Funktion* von x ist y = x n = V x, 
unter n eine ganze positive Zahl verstanden. 

Ein komplizierteres Beispiel einer irrationalen Funktion von x ist 
die n te Wurzel aus einer beliebigen rationalen Funktion von x. All- 
gemein gilt .folgende 

Erklärung: Man spricht von einer irrationalen Funktion von x, 
wenn zur Berechnung des Wertes der Funktion neben rationalen Rech- 
nungsarten noch eine oder mehrere Wurzelziehungen auszuüben sind. 

Beispiele irrationaler Funktionen sind: 



V 



= )/ax-\-b, y=\ + V? , y = \ Ax* + 2Bx + C 2 , ••• 

'l — xx 
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5. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit der Funktionen. 

Erklärung: Eine Funktion y = f(x) heißt für einen speziellen 
Wert x n- deutig, wenn die durch den Ausdruck von f(x) gegebene Vor- 
schrift zur Berechnung von y für jenen Wert von x im ganzen n ver- 
schiedene Werte y als zugehörig liefert. 

So ist z. B. die Funktion y = y x — 1 für alle x, die ^> 1 sind, 
zweideutig, da man die Quadratwurzel sowohl mit positivem als nega- 
tivem Zeichen versehen kann. Für x = 1 ist die Funktion ^x — 1 
eindeutig, für ax^l nulldeutig, d. h. die durch f(x) gegebene Rechen- 
vorschrift führt hier auf keinen reellen Wert y. 

Ist y = f(x) für einen besonderen Wert x n- deutig, so liefert 
die zu f(x) gehörende Kurve für die Abszisse x im ganzen n Ordi- 
naten y. 

Lehrsatz: Die rationalen Funktionen sind für alle Werte des 
Argumentes x eindeutig. Die irrationalen Funktionen liefern Beispiele 
mehrdeutiger Funktionen. 



Fig. 6. 



6. Exponentialfunktion und Logarithmus. 

I. Ist die Konstante a > 0, so hat a x für jeden Wert x einen 
bestimmten positiven Wert. 

Erklärung und Lehrsatz: Die Funktion y = a x heißt „Expo- 
nentialfunktion" der Basis a, für welche a^>0 gelte. Die Exponential- 
funktion ist für jeden Wert x ein- 
deutig und hat beständig positiven 
(2,4) Zahlwert. 

Als Beispiel diene a = 2, wo 
die Exponentialfunktion den in Fig. 6 
angegebenen Verlauf zeigt. An ein- 
zelnen Punkten der Kurve sind die 
zugehörigen Werte der Koordinaten 
in Klammern beigefügt. 

IL Erklärung: Die zur Ex- 
ponentialfunktion inverse Funktion 
ist y = Hogx und heißt „Logarith- 
mus" mit der Basis a. 
Die aus Fig. 6 nach der Regel von S. 4 hergestellte Logarithmus- 
kurve für a = 2 ist in Fig. 7 durch stärkeres Ausziehen hervor- 
gehoben. 

Lehrsatz: Die Funktion y = Hogx ist für alle positiven x ein- 
deutig, für alle negativen x nulldeutig. 




Fig. 7. 
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Dies tritt in Fig. 7 direkt hervor: Die Logarithmuskurve ver- 
läuft durchaus rechts von der y- Achse und liefert bierseihst für jedes 
x ein und nur ein y. 
Es gilt: 

(1) . . . a log 1 — 0, 

sowie, falls a > 1 zu- 
trifft: 

f^0 = -co, 
\ a log(+ oo) = + qo. 

Im letzteren Falle 
(d. h. für a > 1) hat 
die Funktion a logx für 
<^ x <^ 1 negative 
Werte , f ür x > 1 da- 
gegen positive. 




(4,2) 



7. Gradmaß und Bogenmaß der Winkel. 

Statt des in der Elementarmathematik gebräuchlichen Gradmaßes 
der Winkel benutzt man in der höheren Mathematik gewöhnlich das so- 
genannte Bogenmaß der Winkel. 

Erklärung: Ein Winkel wird gemessen durch die Länge desjenigen 
Kreisbogens vom Badius 1, zu welchem der Winkel als Zentriwinkel gehört. 

Hat ein Winkel von a Grad in Bogenmaß die Größe s (vgl. Fig.. 8), 
so gilt die Gleichung: -p. 8 

(1) • • ■ • s = i8ö; 

Hieraus ergibt sich folgende Tabelle: 



a 




90° 


180° 


270° 


360° 


8 


TT 

■ 180 

l 


n 
2 


7T 


3 TT 

2 


2n 




Will man s als unbeschränkte Yariabele auffassen, so legt man an 
Stelle des Kreises vom Badius 1 zur geometrischen Deutung von s die 
„ Zahlenlinie u (vgl. S. 1) zugrunde, auf welcher man den Kreis des 
Radius 1 nach der positiven und negativen Seite unendlich oft ab- 
gewickelt denkt. 

Lehrsatz: Bei der letzteren Auffassung gewinnt ein und derselbe 
Winkel unendlich viele Mäßzahlen s, welche alle aus einer unter ihnen 
durch Zufügen beliebiger ganzzahliger Multipla von 2% entstehen. 
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71 



3T 7t 

So bekommt ein rechter Winkel die Maßzahlen — - , —4- 2 7t, 

2 2 — 

+ 4ä ... 



8. Die trigonometriBohen Funktionen. 

Erklärung: Als Argument der trigonometrischen Funktionen sin, 
cos, tg, ctg wird nickt das Gradmaß, sondern das Bogenmaß s des Winkels 
angesehen. Der Gleichmäßigkeit wegen schreiben wir wieder x statt s 



Fig. 9. 




Sinuskurve 




Cosinuskurve 





Tangenskurve 



Cotangenskurve 



für das Argument der einzelnen trigonometrischen Funktion und legen 
zur Deutung der Werte s = x sogleich die Zahlenlinie (x- Achse) zu- 
grunde. 

Den vier trigonometrischen Funktionen: 

y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx 
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entsprechen alsdann ebenso viele „trigonometrische Kurven", deren Ver- 
lauf durch die vier in Fig. 9 zusammengestellten Zeichnungen ver- 
anschaulicht wird. 

Lehrsatz: Die trigonometrischen Funktionen sind für jeden Wert 
des Argumentes x eindeutig. 

Geometrisch kommt dies dadurch zum Ausdruck, daß für jeden 
Wert x durch die einzelne Kurve ein und nur ein y geliefert wird. 

Zwei Werte x, welche um ein Multiplum von 2 n verschieden sind, 
liefern denselben Winkel und also gleiche Werte der Funktionen. 

Lehrsatz: "Die trigonometrischen Funktionen heißen periodische 
Funktionen, weil sie ihren Wert nicht ändern, falls man das Argument x 
um 2% vermehrt oder vermindert. 

Die Funktionen tgx und ctgx bleiben auch bereits bei Vermehrung 
oder Verminderung des Argumentes x um tc unverändert, während sinx 
und cosx hierbei das Zeichen wechseln: 

(1) . . sin (x + n) = — sinx, cos (x + %) = — cosx, 

(2) . . tg (x + n) = tgx, ctg (x 4; tc) = ctgx. 

Man benennt dieserhalb 2n als die „Periode* von sinx und cosx, 
tc als diejenige von tgx und ctgx. 

9. Die zyklometrischen Funktionen. 

Erklärung: Die zu den vier trigonometrischen Funktionen sin, 
cos, tg, dg inversen Funktionen heißen die „zyklometrischen" Funktionen 
und werden durch: 

arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx 
bezeichnet. 

Es ist also z. B. die Gleichung: 

(1) y = arcsinx 

gleichbedeutend mit x = sin y, so daß in der Gleichung (1) der Wert y 
die Maßzahl eines Bogens bezeichnet, dessen Sinus den Wert x hat. 

Die „zyklometrischen Kurven" entspringen nach der Regel von 
S. 4 aus den Kurven der trigonometrischen Funktionen. Den Verlauf 
der Kurven der Funktionen arcsinx und arccosx zeigt Fig. 10 (a. f. S.). 
Die arctg- Kurve ist in Fig. 11 (a. f. S.) angedeutet. Aus der Gestalt 
der Kurven entspringt folgender 

Lehrsatz: Die Funktionen arcsinx und arccosx sind für die 
Werte von x im Intervall von — 1 bis + 1 unendlich vieldeutig, außer- 
halb dieses Intervalles aber stets nulldeutig. Die Funktionen arctgx und 
arc ctg x sind für jeden endlichen Wert von x unendlich vieldeutig. 

Unter den unendlich vielen Werten, welche die Funktion arcsinx 
für ein dem Intervall — 1 <» % ^ + 1 angehörendes x besitzt, wird 
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als „ Hauptwerk derjenige Wert y angesehen, welcher dem Intervall 

1t IC 

— ~ ^ y ^ + *r- angehört. Aus dem Hauptwerte y berechnen sich 
alle übrigen Werte dieser Funktion in den Gestalten: 

y + 2k n und — y -f (2 k + 1) «, 

wo beide Male k alle positiTen und negativen ganzen Zahlen durch- 
laufen soll. 



Fig. 10. 



7-* 




Fig. 11. 




y - « c mo x 



y««rcc«x 



V«JJ«J 



Itor „Hauptwort" t/ der Funktion arctpx soll gleichfalls dem Inter- 
2 i .V 5ä ;f angehören; alle übrigen Werte dieser Funktion 

nm<\ dann in der Gestalt {y + Ix) enthalten. 
K« gelten die Formeln : 



O) 



I 



arc Co* ,r — — ötc 5?« x, 

2 

TT 

arc da x : — — — aretax. 



Dfo Funktionen «rm** und arc dp x sind entbehrlich, da sie 
i»*«-li <|kh (llciohunffon ^ stets leicht durch aresin x bzw. aretax aus- 
¥"«iH)«'|il weiden können. 
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10. Benennungen der Funktionen. 

Die vorstehend besprochenen Funktionen sind sämtlich bereits in 
der Elementarmathematik bekannt und heißen dieserhalb „elementare 
Funktionen"'. 

Erklärung: Die unter Nr. 4 besprochenen rationalen und irra- 
tionalen Funktionen nennt man zusammenfassend „elementare algebraische 
Funktionen*; die Exponentialfunktion , der Logarithmus, die trigono- 
metrischen und die zyklometrischen Funktionen heißen „elementare trans- 
szendente Funktionen*. 



11. Zusammengesetzte Funktionen. 

Erklärung: Setzt man als Argument in die Funktion f nicht x, 
sondern die Funktion <p(x) von x ein, so wird f[q*(x)] selbst wieder 
eine Funktion von x, die wir abgekürzt F(x) nennen wollen: 

(1) y = F(x) = f[ip(x)] 

und als eine aus den Funktionen f und (p „zusammengesetzte* Funktion 
von x bezeichnen. 

Man sagt auch, es handle sich hier um „eine Funktion einer 
Funktion" 1 von x. 

Ein Beispiel einer solchen zusammengesetzten Funktion ist: 

y = itfog (sinx). 

Man kann auch weitergehen und f[<p(%)] als Argument in eine 
dritte Funktion einsetzen usw. Hierzu ist ein Beispiel: 

12. Der Begriff der Grenze. 

Erklärung: Will man bei einer (positiven oder negativen) Zähl a 
vom Vorzeichen absehen, so sagt man, die Zahl a solle „absolut genommen* 
werden; der hierbei sich ergebende „absolute Betrag* der Zahl a wird 
durch | a \ bezeichnet 

Setzt man: 

(1) . . . a 1 = 0,3, a 2 = 0,33, a B == 0,333, ..., 

so kann man ein a n mit so großem Index n angeben, daß sowohl a n 
wie alle folgenden Zahlen a n + 1, a n + 2» • • . von dem Werte x / 3 so wenig, 
als man will, verschieden sind. Dieserhalb heißt 1 / ai die „Grenze* der 
Zahlenreihe (1). 

Etwas genauer läßt sich dasselbe Sachverhältnis so aussprechen: 
Wählt man eine beliebig kleine Zahl 8, die jedoch > sein soll, so 



10 



Einleitung. 



als „Hauptwert u derjenige Wert y angesehen, welcher dem Intervall 

7t 7t 

— — <J y ^ + "tt angehört. Aus dem Hauptwerte y berechnen sich 
alle übrigen Werte dieser Funktion in den Gestalten: 

y + 2 k 7t und — y ■+■ (2 k -f 1) », 

wo beide Male k alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch- 
laufen soll. 



Fig. 10. 





Fig. n. 




y = arc sin x 



j = arccoex 



Der „Hauptwert" y der Funktion arctgx soll gleichfalls dem Inter- 

7t 7t 

valle — — <[ y <s ~K angehören; alle übrigen Werte dieser Funktion 

sind dann in der Gestalt (y -\- kn) enthalten. 
Es gelten die Formeln: 

7t 



(2) 



• • • • • »V 



arc cos x = -— — arc sin x, 

£t 

7t 

arc ctg x = — — arctgx. 



Die Funktionen arc cos x und arc ctg x sind entbehrlich, da sie 
nach den Gleichungen (2) stets leicht durch arc sin x bzw. arctgx aus- 
gedrückt werden können. 




Benennungen der Funktionen. Grenzbegriff. H 



10. Benennungen der Funktionen. 

Die vorstehend besprochenen Funktionen sind sämtlich bereits in 
der Elementarmathematik bekannt und heißen dieserhalb „elementare 
Funktionen*. 

Erklärung: Die unier Nr. 4 besprochenen rationalen und irra- 
tionalen Funktionen nennt man zusammenfassend „elementare algebraische 
Funktionen*; die Exponentialfunktion, der Logarithmus, die trigono- 
metrischen und die zyklometrischen Funktionen heißen „elementare trans- 
szendente Funktionen*. 



11. Zusammengesetzte Funktionen. 

Erklärung: Setzt man als Argument in die Funktion f nicht x, 
sondern die Funktion q> (x) von x ein, so wird f[<p (x)] selbst wieder 
eine Funktion von x, die wir abgekürzt F(x) nennen wollen: 

(1) y = F(x) = fl<p(x)] 

und als eine aus den Funktionen f und q> „zusammengesetzte* Funktion 
von x' bezeichnen. 

Man sagt auch, es handle sich hier um „eine Funktion einer 
Funktion* von x. 

Ein Beispiel einer solchen zusammengesetzten Funktion ist: 

y = ^log (sinx). 

Man kann auch weitergehen und f[<p(x)] als Argument in eine 
dritte Funktion einsetzen usw. Hierzu ist ein Beispiel: 

12. Der Begriff der Grenze. 

Erklärung: Will man bei einer (positiven oder negativen) Zahl a 
vom Vorzeichen absehen, so sagt man, die Zahl a solle „absolut genommen* 
werden; der hierbei sich ergebende „absolute Betrag* der Zahl a wird 
durch j a \ bezeichnet. 

Setzt man: 

(1) a x = 0,3, a 2 = 0,33, « 3 = 0,333, ..., 

so kann man ein a n mit so großem Index n angeben, daß sowohl a n 
wie alle folgenden Zahlen a n + i» «n + 2» • • • von dem Werte 1 / 3 so wenig, 
als man will, verschieden sind. Dieserhalb heißt a / a die „Grenze* der 
Zahlenreihe n ). 

Etwas läßt sich dasselbe Sachverhältnis so aussprechen: 

Wählt mar "~ kleine Zahl 8, die jedoch > sein soll, so 




10 



Einleitung. 



als n Hauptwert u derjenige Wert y angesehen, welcher dem Intervall 

7t 7t 

— — ^ y <^ -|- -— angehört. Aus dem Hauptwerte y berechnen sich 
alle übrigen Werte dieser Funktion in den Gestalten: 

y + 2 k 7t und — y -f (2 k + 1) n, 

wo beide Male k alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch- 
laufen soll. 



Fig. 10. 





Fig. 11. 




y as arc sin x 



y = arcc<»x 



Der „Hauptwert" y der Funktion arctgx soll gleichfalls dem Inter- 

7t 7t 

valle — ^ y ^ — ■ angehören; alle übrigen Werte dieser Funktion 

sind dann in der Gestalt (y -j- ^^) enthalten. 
Es gelten die Formeln: 



(2) 



I 



7t 

arc cosx = — - — arc s?m #, 
arc ctgx = -— — arctgx. 



Die Funktionen arc cosx und arc ctg x sind entbehrlich, da sie 
nach den Gleichungen (2) stets leicht durch arc sin x bzw. arctgx aus- 
gedrückt werden können. 



Benennungen der Funktionen. Grenzbegriff. H 



10. Benennungen der Funktionen. 

Die vorstehend besprochenen Funktionen sind sämtlich bereits in 
der Elementarmathematik bekannt und heißen dieserhalb „elementare 
Funktionen*. 

Erklärung: Die unter Nr. 4 besprochenen rationalen und irra- 
tionalen Funktionen nennt man zusammenfassend „elementare algebraische 
Funktionen"; die Exponentialfunktion , der Logarithmus, die trigono- 
metrischen und die zyklometrischen Funktionen heißen „elementare trans- 
szendente Funktionen". 



11. Zusammengesetzte Funktionen. 

Erklärung: Setzt man als Argument in die Funktion f nicht x, 
sondern die Funktion qp (x) von x ein, so wird f[(p (x)] selbst wieder 
eine Funktion von x, die wir abgekürzt F(x) nennen wollen: 

(1) y = F(x) = n<p(x)] 

und als eine aus den Funktionen f und <p „zusammengesetzte" Funktion 
von x bezeichnen. 

Man sagt auch, es handle sich hier um „eine Funktion einer 
Funktion" von x. 

Ein Beispiel einer solchen zusammengesetzten Funktion ist: 

y = ^log (sinx). 

Man kann auch weitergehen und f[(p (x)] als Argument in eine 
dritte Funktion einsetzen usw. Hierzu ist ein Beispiel: 

y =z 2 l0 *og («'» *) # 

12. Der Begriff der Grenze. 

Erklärung: Will man bei einer (positiven oder negativen) Zahl a 
vom Vorzeichen absehen, so sagt man, die Zahl a solle „absolut genommen" 
werden; der hierbei sich ergebende „absolute Betrag" der Zahl a wird 
durch | a \ bezeichnet. 

Setzt man: 

(1) ...«! = 0,3, a 2 == 0,33, a 3 ==• 0,333, ..., 

so kann man ein a n mit so großem Index n angeben, daß sowohl a n 
wie alle folgenden Zahlen a n + 1, a n + 2» ... von dem Werte 1 / 3 so wenig, 
als man will, verschieden sind. Dieserhalb heißt 7a, die „Grenze" der 
Zahlenreihe (1). 

Etwas genauer läßt sich dasselbe Sachverhältnis so aussprechen: 
Wählt man eine beliebig kleine Zahl d, die jedoch ]> sein soll, so 



1 2 Einleitung. 

läßt sich eine zu diesem d gehörende endliche ganze Zahl n angeben, 
so daß für alle Indizes m ^ n die Ungleichung 1 1 / 3 — Om | < 8 gilt. 

Erklärung: Es sei irgend eine unendliche Zahlenreihe: 

(2) #i, #2» ^8» ö 4» ' • • 

vorgelegt, und es existiere eine endliche Zahl g von folgender Art: Nach 
Auswähl einer „beliebig" kleinen Zahl 8, die jedoch > ist, soll es stets 
einen zu diesem 8 gehörenden endlichen Index n geben, so daß für jeden 
Index m^n der absolute Betrag \g — a m | < 8 ist. Die Zahl g heißt 
alsdann die „Grenze" oder der „Limes" der Zahlenreihe (2) und wird 
durch : 

(3) g = lim. a n 

n = ao 

bezeichnet. 

Zusatz: Ist die Zahlenreihe (2) so beschaffen, daß nach Auswahl 
eines „beliebig" großen, jedoch endlichen Betrages o stets ein zugehöriges 
n angegeben werden kann, so daß für alle Indizes m^n die Ungleichung 
a m >o gilt, so sagt man, die Zahlenreihe (2) besitze die Grenze oo; 

(4) lim. a„ = oo. 



n= oo 



Nicht jede Zahlenreihe hat eine Grenze. So hat z. B. die Zahlen- 
reihe 1, V2» 3, V*» 5» Ve» 7, Vö» 9, ... weder eine endliche Grenze g y 
noch die Grenze 00. 

Folgende Überlegung dient zur Einübung des Grenzbegriffes und 
zur Vorbereitung späterer Entwickelungen : Vermöge einer fest ge- 
wählten Zahl q^>l bilde man die Reihe : 

(5) «1 = 2, a 2 = q 2 , a 3 = g», ..., 

wobei a n + 1 > a n stets gültig ist. Entweder existiert eine endliche Zahl 
g = Um. a n oder es ist lim. a n = 00. 



n = 00 n= 00 



Gesetzt, der erste Fall treffe zu, so ist für jedes endliche l not- 
wendig ai <C g> Nun kann man wegen q ^> 1 eine Zahl 8 so 
wählen, daß 

< 8 < g (l j und also q (g — 8) > g 

zutrifft. Dann läßt sich ein endlicher Index m angeben, so daß 
g — «m <C °* 0( ler also a m J> g — 8 ist. Durch Multiplikation mit 
der positiven Zahl q folgt: 

qa m = a m+1 > q (g — 8) > g, 

so daß a m + i bereits g übertrifft. 

Der angenommene Fall einer endlichen Grenze Um. a n ist demnach 
unhaltbar, vielmehr gilt: 

Um. a n = lim. q n = 00. 



Stetigkeit. Einführung der Zahl e. 13 

Ist <C T <C 1> so ist — = q ^> 1, und man hat: 

T 

r n = — , sowie lim. r n =^= lim. — =0. 

\L n = oo n = oo <£ 

Lehrsatz: Ist q^> 1, so ist lim. q n = oo. Ist 0<C.r<Zl, 
so ist lim. r n = 0. n — °° 

13. Stetigkeit einer Variabelen und stetige Annäherung 

an eine Grenze. 

Erklärung: Führt der Bildpunkt einer Veränderlichen x auf der 
Zahlenlinie irgend welche Bewegungen im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
aus, so bezeichnet man die hierdurch gegebenen Veränderungen der 
Variabelen x als „stetige" oder nennt x eine „stetige Variabele". 

Wächst eine stetige Variabele um einen endlichen Betrag oder 
nimmt sie um einen solchen ab, so wird sie alle zwischen dem Anfangs- 
und Endwerte liegenden Zahlwerte in der natürlichen Folge durchlaufen. 

Die in Nr. 12 betrachtete Annäherung einer Zahlenreihe a it a 2 , 
a 3 ... an eine Grenze g heißt „unstetig" ; , weil hier sprungweise von 
der einzelnen Zahl a zur folgenden übergegangen wird. 

Dem gegenüber gilt folgende 

Erklärung: Man spricht von einer „stetigen" Annäherung der 
Variabelen x an eine endliche Grenze g, falls x solche „stetige" Verände- 
rungen erfährt, daß nach Auswahl einer beliebig Meinen Größe 8 , die 
jedoch ^> sein soll , im Laufe der Veränderung des x die Ungleichung 
\g — x | <C 8 richtig wird und weiterhin richtig bleibt. 

Eine stetige Veränderliche x kann zufolge der gegebenen Er- 
klärung der Stetigkeit den Wert oo nicht annehmen. Indessen kann 
man mit x solche stetige Veränderungen vornehmen, daß nach Auswahl 
einer beliebig großen aber endlichen Zahl co im Laufe, der Veränderung 
des x die Ungleichung x ^> co richtig wird und weiterhin richtig bleibt. 
Man spricht dann von einer stetigen Annäherung des x an die Grenze oo . 

In diesem Falle wird sich der reziproke Wert — stetig der 

x 

Grenze annähern. 

14. Einführung der Zahl e. 
Sind a und b irgend zwei den Bedingungen: 

(1) a>b>0 

genügende Zahlen, und ist n eine positive ganze Zahl, so gilt: 

a n + l _ fcn + 1 



a — b 



= a n + a n ~ 1 b -f a n -*b*-\ |-& w <0 + 1) « n - 



14 Einleitung. 

Hieraus folgt: 

a n + i _ &" + i<( a — b) in + 1) a w , 

sowie weiter durch Transposition: 

(2) . . . . a n [a — (a — b) (n + l)]<b w+1 . 

Der Bedingung (1) genügen die Zahlen: 

1 1 

a=lH , 5 = 1 + 



n ' n + 1 

Für diese liefert Gleichung (2): 

Desgleichen genügen der Forderung (1) die Zahlen: 

a=l+r-, & = 1. 
Hier ergibt (2): 

< 4 > ' • C 1 + £)" ¥< 1 und ^ + £)<*■ 

/ i\ w 

Setzt man nunmehr a„ = ( 1 -| ) , so folgt aus (3), daß in der 

; \ nj 

Reihe der positiven Zahlen a x = 2, a a , a s ... jede folgende größer als 

die vorauf gehende ist. Da Ungleichung (4) zeigt, daß keine Zahl a n 

den Betrag 4 erreicht. ,- 

Wir schließen auf die* Existenz einer Grenze g = lim. a w , welche 



n = oo 



zwischen 2 und 4 gelegen ist. Diese Grenze trägt die besondere Be- 
zeichnung e. 

Lehrsatz: Unter der Zahl e versteht man die Grenze der Zahlen- 
reihe a x , a 2 , a 3 . . . , bei welcher a n den Zahlwert (l -) j bedeutet : 

(5) e = lim. (l + — Y- 

«=oo \ nj 

Die Zahl e ist irrational und angenähert gegeben durch: 

(6) ....... e = 2,7182818 ... 

Ist x eine stetige Variabele, die^> 1 ist, so sei n die größte ganze 
Zahl, welche nicht größer als x ist. Aus n^x<^n-\- 1 folgt: 

l + i>i + ->i + X 



n — x n + 1 ' 

(i^)a(. + *)>(' +^)" 

Setzt man nun x — n = 0, n -\- 1 — x = r, so gilt 0<^ö*<C 1* 
0<^tf<Cl> un( i man hat: 



j 



Die Zahl e. Unstetigkeiten der Funktionen. 
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n + l— r 



Nähert sich jetzt x der Grenze oo an, so gilt dasselbe von der 
ganzen Zahl n; und man erhält demnach: 



lim. — = 0, 
n 



lim. 



= 0. 



n + 1 

In (7) haben somit die rechte und die linke Seite übereinstimmend 
die Grenze e; der in der Mitte der Ungleichung (7) stehende Ausdruck 
hat also gleichfalls e zur Grenze. 

Lehrsatz: Auch wenn x als „stetige" Yariabele sich der Grenzen 
nähert, gilt die Gleichung: 



(8) 



im. (1 -I ) = e. 



lim 

X 



15. Stetigkeit und Unstetigkeiten der Funktionen. 

Erklärung: Eine Funktion y = f(x) heißt „stetig" , wenn bei 
stetiger Veränderung des Argumentes x auch die Funktion y stetig 
variabel ist. 

Ist die Funktion y = f(x) in einem Intervall a<^x<^b überall 
stetig, so verläuft die Kurve dieser Funktion daselbst zusammenhängend. 

Die elementaren Funktionen können nur für vereinzelte Werte x 
aufhören, stetig zu sein. Tritt für y = f(x) etwa bei x = a eine 
Unterbrechung der Stetigkeit ein, so sagt man, die Funktion f(x) sei 
bei x = a unstetig. Der Punkt x = a der Zahlenlinie heißt eine „ Un~ 
stetigkeitsstelle 11 oder ein „ Unstet igkeitspunkt" der Funktion. 

Man unterscheidet zwei Arten von Unstetigkeiten: 

I. Da eine Variabele y, so lange sie stetig ist, notwendig endlich 
ist, so wird eine Funktion y = f(x) für alle diejenigen Werte von x 
unstetig werden, für welche sie unendlich wird. 

So wird z. B. die Funktion y = für 

x — a 

x = a unstetig, und zwar in der Weise, daß 
sich y als „stetige" Variabele der Grenze oo 
annähert. 

Eine Unstetigkeit dieser Art bezeichnet man 
als eine „Ulistetigkeit durch Unendlichwerden u . 
Es wird im vorliegenden Falle der reziproke Wert 

— , welcher für x = a verschwindet, an dieser 

y 

Stelle stetig bleiben. 



Fig. 12. 




16 Einleitung. 

IL Erleidet eine Funktion y = f(%), falls das Argument als 
stetige Yariabele den Wert x = a passiert, eine plötzliche Wertänderung 
um einen von verschiedenen Betrag, so sagt man, die Funktion f(x) 
werde bei x = a ^sprungweise unstetig"'. 

In Fig. 1 2 ist ein Beispiel für diese Art der Unstetigkeit graphisch 
dargestellt. 

16. Werte der Funktionen für x = oo. 

Bei manchen Funktionen kann man sagen, daß sie für x = + oo 
(bzw. x = — oo ) einen bestimmten Wert besitzen. Dies ist der Fall, 
wenn bei Vollziehung des Grenzüberganges zu x = + oo (bzw. — oo ) 
oder, wie wir kurz sagen wollen, für Jim. x = -+- oo (bzw. Jim. x= — cc ) 
die Funktion y sich einer bestimmten endlichen Grenze oder der Grenze 
+ oo oder — oo annähert. 

So wird die Funktion y = 2? für x = + oo selber -f" °°» f ur 
x = — oo aber gleich (vgl. Fig. 6, S. 6). 

Die einzelne trigonometrische Funktion nähert sich für x = + oc 
keiner festen Grenze an, hat demnach weder für x = -(- °° noch für 
x = — oo einen bestimmten Wert. 



Erster Abschnitt. 



Grundlagen der Differentialrechnung. 



Erstes Kapitel. 

Erklärung und Berechnung des Differentialquotienten einer 

Funktion f{x). 



1. Der Differenzenquotient einer Funktion f(x). 

Es sei y = f(x) eine „elementare" Funktion, und es seien x und 
x t irgend zwei endliche und voneinander verschiedene Argumente, die 
in einem solchen Intervall gelegen sind, in welchem die Funktion überall 
eindeutig und stetig ist. 

Zu x und x 1 gehören die Werte y = f(x) und y x = f(x x ) der 
Funktion. Wir führen alsdann die Differenzen ein: 

(1) x 1 — x = dxi y x — y = dy. 

Erklärung: Der Quotient der Differenzen zly und jdx: 

4y _ y 1 — y _ f{x x ) — f(x) _ f(x + 4x) — f(x) 

dx Xi — X X x X jdx 

heißt Differenzenquotient der Funktion f(x) für das Argumentenpaar 
x,x x oder kurz „Differenzenquotient von f(x) u . 

Fig. 13. 



(2) 





Zur geometrischen Deutung des Differenzenquotienten markiere 
man auf der zu y = f{x) gehörenden Kurve die Punkte Pund P x der 



Fr icke, Leitfaden. 
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I, 1. Der Differentialquotient einer Funktion f(x). 



Koordinaten #, y und x x , y v und versehe die Sekante PP\ mit einem 
„nicht nach unten a gerichteten Pfeile. 

Lehrsatz: Der Differenzenquotient ist gleich tgß, wenn ß der 
Winkel zwischen der Pfeilrichtung der Sekante PP X und der positiven 
Richtung der x- Achse ist. 

Fig. 13 erläutert dies in einigen Fällen; im ersten und dritten 
Falle ist x x > x, im zweiten jedoch x x < x und also dx < 0. 



2. Die abgeleitete Funktion f (x) von f(x). 

Während x für den Augenblick festbleiben soll, möge sich x 1 als 
stetige Variabele der Grenze x annähern. 

Die Sekante PPi nähert sich hierbei stetig der im Punkte P an 
die Kurve zu ziehenden Tangente als „Grenzlage" an. Der Differenzen- 
quotient nähert sich somit als stetige Veränderliche dem Werte tg « an, 
wo a der Winkel zwischen der nicht nach unten gerichteten Kurven- 
tangente im Punkte P und der positiven Richtung der x- Achse ist 
(vgl. Fig. 14). 

Fig. 14. 





Gestatten wir jetzt der zunächst fest gedachten Größe x irgend 
welche Veränderungen zu erfahren, so wird sich entsprechend der eben 
gewonnene Grenzwert tgcc des Differenzenquotienten ändern und also 
eine Funktion von x darstellen. 

Erklärung: Man bezeichnet den soeben hergestellten Grenzwert 
des Differenzenquotienten als Funktion von x durch f'(x) und benennt 
die letztere als „abgeleitete" oder „derivierte" Funktion oder kurz als 
„Ableitung" von f(x): 



lim. 

Jx = d X 



4y _ 



lim. 

X\ = X 



n*i) - m 



= r (*)• 



X x — X 

Lehrsatz: Ihrer geometrischen Bedeutung und ihrem Zahlwerte 
nach ist die abgeleitete Funktion f(x) gegeben durch tga, wo a der 
Winkel zwischen der „nicht nach unten gerichteten" Tangente der Kurve 
der ursprünglichen Funktion f(x) in dem zum fraglichen Argumente x 
gehörenden Punkte P und der positiven Richtung der x- Achse ist. 



Ableitungen und Differentiale. 19 

3. Die Differentiale und der Differentialquotient. 

Bei dem in Nr. 2 vollzogenen Grenzübergange lassen wir die ver- 
änderliche Differenz dx als stetige Größe der Grenze sich nähern, 
ohne daß Ax mit identisch wird. Es soll somit /ix ohne Ende klein 
oder, wie man sagt, „unendlich klein" werden. 

Erklärung: Um die so gedachte Differenz von x "kurz bezeichnen 
zu können, schreibt man sie dx und nennt sie ein „Differential". 

Die verbreitete Aasdrucks weise: „dx sei unendlich klein", an Stelle 
von: „dx werde unendlich klein u entstammt der zwar nicht korrekten, 
aber in praxi brauchbaren Vorstellung, daß man sich das Differential dx 
als „konstante" und „außerordentlich kleine Zahl" denkt. 

An dx, das „Differential der unabhängigen Variabelen oder des 
Argumentes der Funktion y = f(x) u reihen wir jetzt folgende 

Erklärung: Das Produkt f (x) • dx der abgeleiteten Funktion f (x) 
und des Differentials d x der unabhängigen Variabelen bezeichnen wir als 
das „Differential dy = df(x) der Funktion y = f(x) u : 

(1) dy = df{x) = f'{x)dx. 

Dasselbe wird zugleich mit dx unendlich klein. 

Lehrsatz: Der Quotient der Differentiale dy = df(x) der 
Funktion und dx des Argumentes, den wir kurz den Differentialquotienten 
der Funktion y = f(x) nennen, ist gleich der Ableitung f(x) und also 
gleich der Grenze des Differenzenquotienten: 

ax ax jx=q/j% 

Der Quotient —~ • — wird hiernach bei dem vorgezeichneten 

d x dy 

Übergänge den Grenzwert 1 bekommen. Da wir nun bei diesem Grenz- 
übergange Ax = dx setzen wollten, so folgt: 

hm. -=— = 1. 
dy 

Lehrsatz: Für unendlich klein werdenden Zuwachs <dx = dx 
des Argumentes x wird der Zuwachs dy der Funktion y = f(x) schließ- 
lich gleich dem Differential dy = f(x) dx der Funktion. 

Den Differentialquotienten von f(x) berechnen (die „Differentiation" 
von f(x) ausführen) heiße fortan kurz: n f(x) in bezug auf x oder 
nach x differenzieren^ . 

4. Unstetigkeiten der abgeleiteten Funktion. 

Aus der geometrischen Bedeutung des Differentialquotienten er- 
gibt sich folgender 
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I, 1. Der Differentialquotient einer Funktion f(x). 



Fig. 15. 



Lehrsatz: Die abgeleitete Funktion f(x) wird für x = a un- 
stetig durch TJnendlichwerden, falls die Kurve y = f(x) im Punkte der 

Koordinaten x '= a, y = f(a) 
eine zur y- Achse parallele Tangente 
besitzt. 

Die Ableitung f(x) wird bei 
x = a sprungweise unstetig, falls die 
zu y = f(x) gehörende Kurve im 
Punkte x = a, y = f(a) eine Ein- 
knickung erfährt (vgl. Fig. 15). 




(i) 



5. Differentiation einer Summe und eines Produktes mit 

einem konstanten Faktor. 

Ist f(x) = <p(x) + ip(x), so folgt: 

ffri) — f(x) <p(x 1 ) — (p (x) ^foi) — l>(x) 

' — z z — = — :. H 



x 1 — X x x X 

Für lim. x 1 = x ergibt sich: 

df(x) 



Xi "" " X 



(2) . .f'(x) = <p'(x) + tl>'(x), 



d<p(x) di\)(x) 

"T 



dx dx ' dx 

Lehrsatz: Eine Summe von zwei und mehreren Funktionen wird 
differenziert, indem man jedes Glied differenziert und die Summe der so 
entspringenden Ableitungen bildet. 

Ist f(x) = a • <p (x), so ist : 



(3) 



fM— f(x) 9>(*i) ~ <P(s) 



a 



und also f(x) = a • <p'(x). 



X 1 — X Xi — x 

Lehrsatz: Die Ableitung eines Produktes a • <p(x) aus einer Kon- 
stanten a und einer Funktion <p(x) ist a • (p'(x). Der konstante Faktor a 
darf vor das Differentialzeichen gesetzt werden : 

(4) / = a ^ oder d[a*<p(x)] = a-d<p(x). 

a x a x 



6. Differentiation der Potenz und der ganzen rationalen 

Funktion. 

Ist y = f(x) = x n mit ganzem positiven «, so ist: 



4y 
4x 



x n _ x n 



X^ ~~~~ X 

und also folgt: 



= x?- 1 -f x?- 2 x + x?-* x 2 + . . . + #»-\ 



7 . /x? — x n \ 

lim. ( -i ) = n # n_1 . 

X\=x \Xi X / 

Diese Gleichung bleibt auch für n = gültig. 
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Lehrsatz: Die Ableitung der Potenz y = x n mit ganzem, nicht- 
negativem Exponenten n ist nü n ~~ 1 : 

(1) • • ^ _^0 ==nx n-i oder d(x n ) = nx»- 1 dx. 

dx dx 

Vermöge Nr. 5 folgt hieraus der 

Lehrsatz: Die Ableitung der ganzen rationalen Funktion n ten 
Grades: 

(2) . . y = f(x) = a -f a t x + a % x* + ••• + a n x n 
ist gegeben durch: 

-^ = f(x) = a x + 2a 2 x + 3a 3 a? 2 + ••• + na H x n -\ 
dx 

Speziell für n = 1 und n = gilt der 

Lehrsatz: Die Ableitung einer linearen ganzen Funktion ist kon- 
stant, die Ableitung einer Konstanten ist gleich Null 



7. Differentiation des Logarithmus. Der natürliche 

Logarithmus. 

Für die S. 6 eingeführte Funktion y = a logx ist 

dy a log(x -f- dx) — a logx 1 x al ( \ , dx y 

dx ~~ 



Hog{x + dx) — Hogx _ J_ _*_ aJ A , ^A 
dx x dx \ X ) 



X 

Setzt man abkürzend -3— = v, so gilt: 

z/s ' 6 



z/# 
z/# 



= f *» [(■ + Di 



Man wähle dx positiv und beachte, daß nach S. 7 für das 
Argument des Logarithmus die Ungleichung x^>0 gelten muß. Für 
lim.dx = hat man somit lim.v = + 00, und also liefert die letzte 
Gleichung zufolge (8) S. 15: 

<■> ••*£-• = 7 •*i-[(' + 7)W-"* 

Man setze den rechts auftretenden Faktor a log e = b ; dann ist : 
{2) . . . a h = e und also 5 • e loga = e ?oe/e = 1. 

Erklärung: Der Logarithmus der positiven Zahl a zur Basis e 
heißt der „natürliche" Logarithmus von a und wird kurz durch loga, 
d. h. ohne Angabe der Basis, bezeichnet. 

Aus (1) und (2) folgt der 

Lehrsatz: Die Differentiation des Logarithmus ist gegeben durch: 

/ox d a logx 1 , , dx 

(3) . . . * — — ofcf d a logx = 



dx x-loga x*loga 
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Speziell folgt für den natürlichen Logarithmus von x: 

tA\ dlogx 1 da 

(4) — - — = — oder dlogx = 

ax x x 

Die Einfachheit dieser Formel rechtfertigt die Benennung „natür- 
licher" Logarithmus. 

Die Beziehung der Logarithmen von der Basis a zu den natür- 
liehen Logarithmen wird durch folgende Überlegung aufgeklärt. Setzt 
man: 

y = a logx, z = logxj 

so ist x = a y und also: 

* = log(av) = y • loga, a logx = (- — j • logx. 

Erklärung: Den reziproken Wert des natürlichen Logarithmus 
von a nennt man den „Modul des Logarithmensystems der Basis a u und 
bezeichnet ihn durch M a : 

(5) M a = — L. 

v ' loga 

Lehrsatz: Der Logarithmus irgend einer positiven Zahl im Loga- 
rithmensystem der Basis a entsteht aus dem natürlichen Logarithmus 
derselben Zahl durch Multiplikation mit dem Modul M a : 

(6) Hogx = M a ' logx. 

Für die Brigg sehen Logarithmen gilt: 

(7) M 10 = 0,43429448... 



8. Differentiation der Exponentialfunktion. 

Setzt man jf statt x in (3), Nr. 7, so folgt: 

yloga • d a logy = dy. 
Schreibt man hier a logy = x und also y = a x , so ist: 

d(a x ) = a x loga • dx. 

Lehrsatz: Die Differentiation der Exponentialfunktion y = a x 
ist geleistet durch: 

d(a x ) 

(1) • • — — = a x loga oder d(a x ) = a x loga - dx. 

a x 

Speziell für die Funktion y = e x folgt: 

(2) . . . . -±-L = e oder d(e*) = e x dx. 

dx 

Erklärung und Lehrsatz: Die zum natürlichen Logarithmus 
inverse Funktion y = e x nennt man' die „natürliche" Exponentialfunktion. 
Die Ableitung der Funktion e* ist mit et* selbst identisch. 
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9. Differentiation der trigonometrischen Funktionen 

sinx und cosx. 

Vorbemerkung: In Fig. 16 sei CD = s ein zwischen und — 
gelegener Kreisbogen vom Radius 1, so daß 



AB = cosSj BD = sin s, CE = tgs 

zutrifft. Die Inhalte des Dreiecks ABD y des Kreisausschnittes AGD 
und des Dreiecks ACE liefern die Ungleichungen: 

sin s • coss<C.8<C.tgs, e ' 16# 

oder da sins^>0 ist 

^ s ^ l 

COS S <C - < 




sin s coss A 

Wird s unendlich klein, so nähern sich die beiden äußeren Seiten 
dieser fortlaufenden Ungleichung übereinstimmend der Grenze 1 an: 

sin s 
Lehrsatz: Der Quotient nähert sich für unendlich Meines s 

der Grenze 1: 

<» • •?.(**) - l 

Zur Differentiation von y = sinx knüpfe man an: 

x 1 -4- x Xi — x 

sin x x — sin x = 2 cos — - — • sin - J — — , 

woraus sich, falls man x 1 = x -\- <dx setzt, ergibt: 

(2) . . . . _!!=»*.(, + _)._w. 

Setzt man hier z/# = 2 s, so ist für lim. 4 x = 0: 

/sin s\ 
lim. (x + s) = # , Ztm. ( ) = 1 ; 

d ti 
aus (2) folgt also für — der Wert cosx. 

dx 

Für die Differentiation von y = cosx gründe man auf: 

cos Xi — cosx = — 2 sin — — — • sin -*—— — 

2 2 

eine analoge Eechnung. 
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Lehrsatz: Die Ableitungen bzw. Differentiale der trigonometrischen 
Funktionen sinx und cosx sind: 

,„ v dsinx , . 7 

(3) • • • — ; — = cosx, dstnx = cosx dx, 

dx 

/a\ dcosx . , 

(4) • • • — = — = — sinx. dcosx = — sinx dx. 

dx 



10. Differentiation der zyklometrischen Funktionen 

arc sin x und arc cos x. 

Schreibt man in (3) Nr. 9 y statt x und versteht unter y einen 

innerhalb der Grenzen — ^«/<S — gelegenen Wert, so ist cos y>0, 

und man hat: 

dsiny =\l — sin 2 y • dy 

mit positiv genommener Wurzel. 

Setzt man nun sin y = x und also y = arc sin x, so ist 
— 1 <[ x ^ -(- 1, und y bedeutet den Hauptwert der zyklometrischen 
Funktion arc sin x (vgl. S. 10); wir erhalten für denselben: 

dx == yi — x 2 ' d arc sinx. 

Der Hauptwert von arc cosx sei durch (2), S. 10, gegeben, unter 
arc sinx den Hauptwert letzterer Funktion verstanden; dann berechnet 
sich die Ableitung von arc cosx aus der von arc sinx einfach vermöge 
der Regeln in Nr. 5 und 6, S. 20 u. f. 

Lehrsatz: Die Ableitungen bzw. die Differentiale der zyMo- 
metrischen Funktionen arc sinx und arc cosx sind, wenn die Hauptwerte 
dieser Funktionen gemeint sind: 

,„ x d arc sinx .1 _ dx 

(1) = -\ — , , d arc sinx = -f" 



dx yi — ^' yi — 

,_ d arc cosx 1 _ dx 

(2) — = , , d arc cosx = — 



x 2 



dx yi _ x *' yi _ x % 

11. Differentiation des Produktes und des Quotienten zweier 

Funktionen. 

I. Ist y = f(x) = <p(x) • 4>(x), handelt es sich also um Differen- 
tiation des Produktes zweier Funktionen, so knüpfe man an: 

ffri) — f(%) = <P(Fi)1>(Pi) — <P(xi)iI> (*) + <P Oi) </> 0*0 — <P 0*0 ♦ 0*0, 
dx x % — # a?! — x 
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Für lim. x x = x ergibt sich hieraus: 

d [y (x) j> ( x)] d1>(x) .,.dil>(x) , , 

(1) di =V(*)- 5r + *W- lr =»-* l + *-9'. 

Für das Differential des Produktes <p • i> folgt aus (1): 

(2) d(q> - ^) = <p • dty -f- $ • d<p, 

wo die Argumente x der Kürze halber ausgelassen sind. 

Lehrsatz: Das Produkt zweier Funktionen wird differenziert, 
indem man jede Funktion mit der Ableitung der anderen multipliziert 
und beide Produkte addiert. 

cp ( x) 
II. Zur Berechnung der Ableitung von y = fix) = ,) ! diffe- 

ty(x) 

renziere man q>(x) = i\)(x) • f(x), was nach (1) liefert: 

<p'(z) = *(*). f(x) + /"(*) • *'(*)• 
Hieraus ergibt sich: 

/ 3 n ^ = U(g)l = y , W-A^)» l W _ »(g)y , (g)-y(g)» l (g) 
^ )T K > dx *(*) — [*(*)]■ 

Für das Differential des Quotienten folgt: 

Lehrsatz: Der Quotient zweier Funktionen wird differenziert, 
indem man das Produkt des Nenners und der Ableitung des Zählers um 
das Produkt des Zählers und der Ableitung des Nenners vermindert und 
die Differenz durch das Quadrat des Nenners dividiert. 

12. Differentiation der rationalen Funktionen, speziell 

der Funktion x~ n . 

Der letzte Lehrsatz und die Regel der Differentiation einer ganzen 
rationalen Funktion (S. 21) leisten die Differentiation der gebrochenen 
rationalen Funktionen. 

Speziell für die Funktion: 

y = x~" = -~ 

x n 

mit ganzer positiver Zahl n hat man <jp = 1, qp' = 0, 1> ,= x n , 
1p' = nx n ~ x in (3), Nr. 11, einzutragen und findet: 

dy —nx"- 1 1 Ä , 

— - = = — n • — tt = — nx~ n ~ 1 . 

dx x 2n x n+1 

Lehrsatz: Bedeutet m eine ganze positive oder negative Zahl oder 
Null, so gilt stets: 

d(x m ) 
(1) • • • — ~ — - = wia& m - 1 , d(x m ) = mx m — 1 dx. 

dx 



«> <%)- 
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13. Differentiation der trigonometrischen Funktionen 

tgx und ctgx. 

Da, tax = und ctgx = - — ist, so leistet Formel (3), Nr. 11, 

cosx sinx 

im Verein mit (3) und (4), Nr. 9, die Differentiation von tgx und ctgx. 

Für f(x) = tgx trage man in (3), Nr. 11, ein: 

q)(x) = sinx, q)'(x) = cosx, i\>(x) = cosx, ty' (x) = — sinx. 

Es ergibt sich: 

fix) = «"* + sin * x = -±- = i + y» . 

1 v ' cos 2 « cos 2 « ^ y 

Indem man analog für ctgx verfährt, ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Ableitungen und Differentiale der trigonometrischen 
Funktionen tgx und ctgx sind: 

/„x dtgx 1 , , , n n± dx 

(!) -JT" = 7ZZZ= 1 + ty 2 ** dtgx = 



dx cos 2 x cos 2 x 

dctgx 1 ,, , _* o \ j ... d x 

(2) -r^- = — - = — (1 + dg 2 x), dctgx = r 



dx sin 2 x sin 2 x 

14. Differentiation der zyklometrischen Funktionen 

arctgx und arcctgx. 

Schreibt man in (1), Nr. 13, y statt x, so folgt: 

dtgy = (1 + ty 2 #) d#. 

Setzt man nun tgy = x und also y = arc tg x, so folgt : 

dx = (1 + # 2 ) • d arc tgx. 

Zur Erledigung von arcctgx knüpfe man entsprechend an For- 
mel (2), Nr. 13, oder an (2), S. 10. 

Lehrsatz: Die abgeleiteten Funktionen und Differentiale der zyklo- 
metrischen Funktionen arctgx und arcctgx sind: 

. . d arctgx 1 _ dx 

(1) • • — -T- — = , , » > darctgx = 



dx 1 -t- x 2 * 1 + x 2 

d arc ctgx 1 , dx 

(2) • • — — = - — ; » d arc ctgx = — 



dx 1 + « 2 * 1 + z 5 



15. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. 

Ist y = -F(#) = f[(p (x)] eine aus /* und <p zusammengesetzte 
Funktion (vgl. S. 11), so führe man zur Differentiation von F(x) die 
„Hilfsvariabele" z = <p(x) ein und setze also: 

y = f{z), z = <p(x). 
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' Vermöge (1), S. 19, folgt hieraus: 

dy = f (z)dz, dz = <p' (x) d x. 

Hier ist dz das zu dx gehörende Differential, und dy gehört zu 
dz und dadurch mittelbar zu dx. 

Durch Elimination von dz folgt: 

(1) dy = f{z)<p'(x)dx, 

sowie hieraus weiter: 

(2) ' ' ' Ti ==f ' (e) " p ' ix) = f ' [(p(x) ' ] ' (f> ' ix) - 

Lehrsatz: Ist y = f[<p(x)] eine zusammengesetzte Funktion, so 
führe man zur Differentiation derselben die Eilfsvariabele z = <p(x) 
ein, differenziere y = f(z) nach z und multipliziere das Ergebnis mit 
der Ableitung von z = q>(x) nach x. 

Zusatz: Ist q>(x) selber eine zusammengesetzte Funktion, so hat 
man zur Berechnung des letzten Faktors q>' (x) in (2) die gleiche Regel 
ein zweites Mal, sowie nötigenfalls noch öfter anzuwenden. 

Ist z. B. y = 9tn(ax), so setze man ax = z\ nach (2) ist: 

dy d(ax) 

-— =r COSZ • — ; = aC0S(ax). 

dx dx 

Für y = log sin x setze man z = sinx und hat: 

dy dlogz dz 1 dsinx cosx 

dx dz dx z dx sinx 

q 

16. Differentiation der Funktion ^x*. 

In y r=r.yx p sei q eine positive ganze Zahl und p eine positive 
oder negative ganze Zahl oder 0. 

Da y q und x p gleich sind, so sind auch die nach x genommenen 
Ableitungen dieser beiden Funktionen gleich: 

d y 
a x 



Hieraus folgt weiter: 

p 



dy p x^" 1 p ~~~ 1 



_ rjß 

dx q y*- 1 q. 

Lehrsatz: Ist m irgend ein positiver oder negativer rationaler 
Bruch, die sämtlichen ganzen Zahlen eingeschlossen, so gilt: 

d (x m ) 

— — - = mx m ~ 1 oder d(x m ) = mx m ~ 1 dx. 
dx 

Die Regeln in Nr. 15 und 16 leisten die Differentiation der irra- 
tionalen Funktionen. 
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17. Erklärung und Differentiation der hyperbolischen 

Funktionen. 

Erklärung: Die hyperbolischen Funktionen sinhx, coshx, tghx, 
ctghx („Sinus hyperbolicus u oder „hyperbolischer Sinus" usw.) kann man 
mittels der Exponentialfunktion e* durch folgende Gleichungen erklären: 

e x -f- e~ x 



(i) 



sinh x = 



tghx = 



e* — e 



— * 



iX 



'X 



coshx = 



ctghx = 



e* + e~ 



i — X 



e x + e~~ x " e* — e 

Diese Funktionen entsprechen den trigonometrischen Funktionen 
sinx, cosx, tg x, ctgx, worüber unten weitere Erläuterungen folgen. 
Auch die Benennung „hyperbolisch" findet dort ihre Erklärung. 

Fig. 17. Fig. 18. 





Fig. 19. 




o 



-l 



y = tghx , y= ct &hx 

Aus den Formeln (1) ergibt sich leicht der 
Lehrsatz: Zwischen den hyperbolischen Funktionen bestehen die 



Delationen : 



(2) 



• • 



cosh 2 x — sinh 2 x = 1, tghx = 



ctgh x 



sinh x 
cosh x 
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An den Kurven der Funktionen sinhx und coshx (Fig. 17 und 18) 
mache man sich die aus (1) entspringenden Gleichungen: 

sinh = 0, co£h 0=1, sinh ( — x) = — sinh x % cosh ( — x) = + cosh x f 
lim. sinh x = + <x> , Um. cosh x = + °° 

X=. +- 00 0!=+CD 

deutlich. Entsprechend kommen an den Kurven von tghx und ctghx 
(Fig. 19 und 20) die Kegeln zum Ausdruck: 

tgh = 0, ctgh = oo , tgh ( — x) = — tgh x, ctgh ( — x) = — cfo/Ä sc, 

lim. tghx = 1, friw. ctghx = 1. 

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen sind für alle Werte 
von x eindeutige Funktionen. 

Die Differentiation der hyperbolischen Funktionen kann auf Grund 
der Formeln (1) nach Nrn. 5 und 8 ff. leicht geleistet werden. 

Lehrsatz: Die Differentiationsregeln der hyperbolischen Funktionen : 



(3) 



d sinhx , d coshx . , 

— - = coshx, — = = sinhx, 

dx dx 

d tgh x 1 d ctgh x 



dx cosh 2 x dx sinh 2 x 

mitsprechen denen der trigonometrischen Funktionen (vgl. Nrn. 9 und 13). 

18. Die logarithmieohe Differentiation. 

Erklärung: Bei manchen Funktionen y = f(x) ist es zur Be- 
rechnung der Ableitung zweckmäßig , zunächst von f(x) den natürlichen 
Logarithmus logf(x) zu bilden und diesen nach x zu differenzieren. 
Man nennt diese Operation die „logarithmische Differentiation" von f(x). 

Hierzu zwei Beispiele: 

I. Es sei die Funktion y = f(x) = [<p (x)]^^ zu differenzieren 1 ). 
Zu diesem Zwecke differenziere man: 

logy = logf{x) = i\> (x) • log <p (x) 
auf Grund der Regeln (1), Nr. 11 und (2) Nr. 15. Es folgt: 

d) . . .|j = J r.[*(.)2^ + *'(.)l« v ,(4 

l ) Um die Bildung dieser Funktion zu verstehen, schreibe man: 

y = t logy = ^(«WoGVC«). 

Bei der Bildung von y als Funktion von x kommen also neben q> (x) und \f> (x) 
n och der natürliche Logarithmus und die Exponentialfunktion zur Geltung. 
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IL Es sei f(x) als Produkt von n Funktionen gegeben: 

f( X ) = <p { (x) - <p 2 (x) • • • <p n (X). 

Zur Berechnung von f (x) differenziere man: 



log fix) = ^ log<p*(x). 
Auf Grund von Nr. 15 folgt: 

Lehrsatz: Ein Produkt von n Funktionen wird differenziert, indem 
man die Ableitung jeder Funktion mit den übrigen (n — 1) Funktionen 
multipliziert und die n Produkte addiert. 



Zweites Kapitel. 

Die Ableitungen und Differentiale höherer Ordnung einer 

Funktion f{x). 



1. Die Ableitungen höherer Ordnung einer Funktion fix). 

Die Ableitung f (x) von f (x) , welche wieder eine Funktion von x 
ist, soll jetzt aufs neue differenziert werden. Man schreibt: 



(1) 



dx 



Erklärung: Die in (1) ausgeübten n Differentiationen führen 
von f(x) zur Funktion fW(x). Letztere heißt die derivierte oder ab- 
geleitete Funktion oder auch Ableitung „der n ten Ordnung" von f(x); 
man sagt auch kurz, f n) (x) sei „die n ie Ableitung" von f(x). 

Ableitung schlechthin ist somit dasselbe wie „erste Ableitung". 

Beispiel I. Ist f(x) = x n mit positivem ganzen n, so ist: 

(f 9 (x) = nx"" 1 , f'{x) = n(n — 1) x n -*, ..., 
(2) J/^-i)^) = w ( n _ i) ... 2-x, f n \x) — n (n — 1) ••- 2-1, 
[f» + V(x) = 0, ... 

Betreffs der ganzen rationalen Funktionen findet man mit Hilfe 
der Regeln von S. 20 und 21 den 
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Lehrsatz: Die n te Ableitung einer ganzen rationalen Funktion 
n ten Q ra d es {& konstant, alle höheren Ableitungen verschwinden. 

Beispiel IL Für f(x) = e** hat man: 
(3) fix) = h(**, f"(x) = h*<**, ..., fW(z) =**<**, ... 

2. Die n i€ Ableitung des Produktes zweier Funktionen. 

Ist f{x) = <p(x) • 4>(x), so findet man durch wiederholte An- 
wendung der Formel (1), S. 25: 

f = q>l/ + 9'^, 

f" = <p y" + 2 9>' + q?" ty, 

/*'" = <p i\> w + 3 <p' 1>" + 3 <p" $' + <p'" $ f 



wo der Kürze halber die Argumente x ausgelassen sind. 

Hier ist die Summe der Ordnungen der Ableitungen in jedem 
rechts stehenden Gliede gleich der Ordnung der links stehenden Ab- 
leitung. Überdies treten rechter Hand ganze positive Zahlen als 
Koeffizienten auf; Anfangs- und Endglied haben den Koeffizienten 1. 

Diese Angaben bleiben auch bei den weiter folgenden Ableitungen 
f(*) f fW^ . .. gültig. Für /* (n) haben wir somit den Ansatz zu machen: 

f /•(«) = <p ^< w > + f n \ q>' ^(»-o -| \-[) <p (k) # (n ~" fc) H — 

Hierin ist ( } eine symbolische Schreibweise für diejenige ganze 

Zahl, welche angibt, wie oft das Glied <jp( fc >^ (n - fc > mit l<^U<^n im 
entwickelten Ausdrucke von /* (n) auftritt. 

Zur Bestimmung der Anzahl ( j setze man im speziellen: 

<p ( x ) = a*, 4> (x) = x n ~ k , f(x) = x n . 

Dann gilt zufolge (2), Nr. 1 : 

^(") = 0, ^l»- 1 ) = 0, ..., ty(n-k+l) _ 0? 

^(n-k) _ ( w __ fy ( n _ & 1) . . . 2 • 1, 

<p(») = 0, oo^- 1 ) = 0, . .., qpfr-D = 0, 

q>00 = Je (Je — 1) • • • 2 • 1 

und fW = n (n — 1) ••• 2 • 1. Aus (1) ergibt sich somit: 
1. 2-3 •••n = (!j-l-2-3'--Ä-l'2-3' (*»--*)• 
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Lehrsatz: Die n te Ableitung des Produktes zweier Funktionen 
f(x) = <p(x)'ip(x) stellt sieh in den Ableitungen der einzelnen Faktoren 

durch die Formel (1) dar, wobei die Anzahl ( , ) durch: 

(2) • • • • f »\ = »(»-*)•"(»-* + 1) 
K) \kj 1-2 ---k 

gegeben ist. Die hiermit gewonnene Vorschrift zur Berechnung von 
fW(x) heißt „die Leibnizsche Begel u . 

3. Beweis des binomischen Lehrsatzes. 

Man setze in die Formel (1), Nr. 2, folgende spezielle Funktionen ein : 

<p (05) = e b *, * (x) = e ax y f(x) = e< a + *>■ 
Für diese Funktionen folgt aus (3) S. 31: 
<p(*> = V • e 6 *, ^(»— *> = a w ~* • e"*, /*"> = (a -f b) n • «(«+*>* 
Nach Eintragung in (1), Nr. 2, und Forthebung von f(x) folgt: 

(1) (a + b) n = <* n + (?) a"- 1 & + h (*) a w -*&* H (- &». 

Erklärung: Diese Formel bringt den „binomischen Lehrsatz u zum 

Ausdruck. Die in (2), Nr. 2, dargestellte Zahl l j heißt demgemäß 

„der k te Binomialkoeffizient der n ten Potenz u . 
Durch direkte Eechnung zeigt man: 

Formeln, die auch noch für k = und k = n gelten, wenn man, der 
Gleichung (1) entsprechend, fj = ( ) = 1 setzt. 

4. Die Differenzenquotienten höherer Ordnung von f(x). 

Erklärung: Sieht man den Differenzenquotienten von y = f(x): 

/iy _ /Jfjx) _ f(x 4- /ix) — f(x) 
/ix /ix /ix 

bei konstantem /ix als Funktion von x an und bildet von dieser Funktion 
aufs neue den Differenzenquotienten für die gleiche Änderung /ix von x, 
so erhält man den Differenzenquotienten & er Ordnung , oder kurz den 
& en Differenzenquotienten von f(x). Entsprechend gelangt man zum 
3 ien , 4 ten , ..., allgemein zum n ten Differenzenquotienten. 



(1) 
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Für den zweiten Differenzenquotienten berechnet man: 

J_ { fix + 24x) — fix + dx) ____ f(x + 4x) — fjx) l 
4x [_ dx dx J 

f(x + 24x) — 2 f(x + 4x) + f(x) 



(2) 



Jx* 
wobei abkürzend <dx 2 für idx) % geschrieben ist. 

Lehrsatz: Der Ausdruck des n ten Differenzenquotienten von 
f(x) ist: 

l — {fix + n4x) - (*) fix + [n - 1] 4x) 

+ (*) f(* + [n - 2] ^*) + (- 1)» /(*)}. 

Dies wird durch den Schluß der „vollständigen Induktion tt be- 
wiesen. Man nehme an, der Satz sei richtig bis zu irgend einer Zahl, 
die wir mit n bezeichnen. Alsdann zeigt die Berechnung des (w-j-l) fen 
Differenzenquotienten aus dem n ien auf Grund der ersten Regel (2) Nr. 3, 
daß der Satz auch noch für (w + 1) gilt. Da er nun für n = 2 in (1) 
bewiesen ist, so gut er allgemein. 

Der Zähler des Ausdrucks (2), d. i. das in der großen Klammer 
stehende Aggregat, heißt Differenz n ter Ordnung oder n te Differenz von 
y = fix) und wird durch 4 n y oder 4 n fix) bezeichnet. 

Lehrsatz: Der n ie Differenzenquotient einer Funktion y = f(x) 
stellt sich als Quotient der n ten Differenz der Funktion und der n ten 
Potenz der Differenz <dx des Argumentes dar. 

5. Die Grenzwerte der Differenzenquotienten. 

Es gilt der 

Lehrsatz: Der Grenzwert des Differenzenquotienten n ter Ordnung 
für lim. dx = ist gleich der Ableitung n ter Ordnung fW(x): 

(1) lim. ^£j = /«(*). 

Diese Behauptung kann man mittels eines Satzes beweisen, dessen 
Richtigkeit aus dem in Abschn. II, Kap. 3, Nr. 5 (S. 59) darzutuenden 
Mittelwertsatze unmittelbar folgt: 

Ist die Funktion Fix) samt ihrer Ableitung F 1 ix) im Intervall 
von x bis ix -f- 4 x) eindeutig und stetig, so gilt die Gleichung: 

wo & eine dem Intervall 0<^d , <C,l angehörende Zahl ist, deren Wert 
durch die Funktion F f das Argument x und die Differenz dx bedingt ist. 

Fricke, Leitfaden. q 
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Wir nehmen an, daß den erforderlichen Bedingungen der Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit der zn betrachtenden Funktionen F(x) und 
F' (x) im Intervall von x bis (x -\- dx) Genüge geschieht. 

Da wir bei der folgenden Rechnung mehrere Zahlen & gebrauchen 
müssen, so sollen dieselben durch Indizes voneinander unterschieden 
werden. 

Man trage nun für F(x) in Gleichung (2) ein: 

(3) F(x)- -j- x , F(x) = -j- x 

und erhält dadurch: 

4*f(x) _ f f (x + &-4x + z/x) — f'{x + &.Jx) 
jdx* <dx 

Die rechte Seite gestalte man vermöge (2) um, indem man in die 
Gleichung (2) F(x) = f (x + &-4x) eintragt Es folgt: 

(4) ^T = f"( x + *'^ x + » f "^*) = f"(* + 2»i-^x), 

wobei # -4- & = 2 t^ gesetzt ist. 

Für lim. Ax = folgt aus (4) die Formel (1) für n = 2. 

Bildet man Formel (4) für F(x) anstatt f(x) und setzt demnächst 
für F(x) den Ausdruck (3), so folgt entsprechend: 

und damit der Beweis von (1) für « = 3 usw. 



6. Die Differentiale und Differentialquotienten 

Ordnung. 

In Nr. 3 des voraufgehenden Kapitels bezeichneten wir eine ver- 
änderliche unendlich klein werdende Differenz der Yariabelen x durch dx 
und nannten sie ein «Differential*. Im Anschluß an die a. a. 0. (S. 19) 
geschehenen Entwickelungen und den Lehrsatz über den Grenzwert 
des Differenzenquotienten n tar Ordnung geben wir folgende 

Erklärung: Als „Differential n ter Ordnung" oder 9 n te * Differential" 
d*y = d*ftx) der Funktion y = f(x) bezeichnen wir das Produkt 
fi**(x)*dx u der n*** Ableitung t Xm) (x) und der n tem Potenz dx* vom 
Differential dx des Argumentes: 

(1) d*y = d*f{x}=fM{x)-dx\ 

Daraufhin gilt alsdann der 

Lehrsatz: Der Quotient der Differentiale d* y = d*f(x) und 
dx\ den urir „Differentialquotient n fer Ordnung- oder kurz „»*** Diffe- 
rentialquotienien- der Funktion y = fix) nennen, ist gleich der n teH 
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Ableitung /" (n) (x) und damit gleich dem Grenzwerte des n Un Differenzen- 
quotienten : 

/fngj dx** 

Der Quotient — - — • — — wird hiernach bei dem vorgeschriebenen 

4x n d n y ° 

Übergange den Grenzwert 1 bekommen. Da wir nun bei diesem Grenz- 
übergänge 4x = dx setzen wollten, so folgt: 

<d n y 
lim. — — = 1. 
d»y 

Lehrsatz: Für unendlich Mein werdenden Zuwachs /ix = dx 
des Argumentes x wird die n te Differenz jd n y der Funktion y = f(x) 
schließlich gleich dem n ten Differential d n y = d n f(x) der Funktion. 

7. Die unendlich kleinen Größen höherer Ordnung. 

Es sei e eine „ unendlich kleine Größe", d.h. eine Größe, welche sich 
als stete Variabele der Null nähert, ohne mit Null identisch zu werden. 

Erklärung: Hängt die Größe £ derart von s ab, daß — für lim. e=0 

c 

sich einer endlichen und von Null verschiedenen Grenze annähert, so sagt 
man, % werde im Ter gleich zu 8 unendlich klein von der w* en Ordnung, 
oder man spricht auch, so oft es keine Zweideutigkeit hervorruft, schlecht- 
hin von einer „unendlich kleinen Größe der n ten Ordnung^. 

Da /* (n) (x) für gewöhnlich nur für vereinzelte Werte von x gleich 
oder oo wird, so folgt aus Formel (2), Nr. 6, der 

Lehrsatz: Das n te Differential d n y = d n f(x) einer Funktion 
y = f(x) ist im allgemeinen unendlich Mein von der n ten Ordnung, so- 
fern dx unendlich Mein von der ersten Ordnung ist. 

8. Vergleich unendlich kleiner Größen verschiedener 

Ordnungen. 

Es sei £ unendlich klein von der n ten und 17 unendlich klein von der 
w ten Ordnung, und es sei m^>n und also Z = m — n^>0. Dann gilt: 

lim. ( -£• ) = Um. ( — • -r- • £ l ) = 0. 

Hält man daran fest, daß £, £, r\ unendlich klein werdende Größen 
sein sollen, so kann man in der Schreibweise der Formeln das Zeichen 

lim. auslassen; alsdann ergibt sich: -y = 0, — -? — = 1 oder, was 
dasselbe besagen soll: 

i + n = t. 

3* 
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Dies Ergebnis drückt man aus durch den 

Lehrsatz: Eine unendlich Meine Größe höherer Ordnung ist im 
Vergleich zu einer solchen niederer Ordnung selber verschwindend oder 
unendlich Mein und kann neben jener vernachlässigt werden. 

Eine zwar ungenaue, aber nützliche Veranschaulichung dieser Ver- 
hältnisse gewinnt man dadurch, daß man die unendlich kleine Größe 
durch eine konstante und sehr kleine Zahl ersetzt: 

I. Ist 6 = , so ist i 2 als tausendster Teil von s im Ver- 
gleich zu s sehr klein. 

II. Teilt man den Würfel von der Eubikeinheit, wie Fig. 21 an- 
deutet, durch äquidistante Horizontalebenen in n Scheiben der Höhen 

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23. 




^P 



muti 



B = — , so wird der Kubikinhalt der einzelnen Scheibe gleich 6 und ist 
n 

somit bei großem n sehr klein. 

Teilt man die einzelne Scheibe, wie Fig. 22 zeigt, durch n äqui- 
distante Vertikalebenen in n Prismen , so ist der Kubikinhalt des ein- 
zelnen Prismas gleich s 2 und offenbar im Vergleich zum Volumen der 
Scheibe selber sehr klein. 

Teilt man endlich das Prisma in n kongruente Würfel (vgl. Fig. 23), 
so wird der Kubikinhalt eines einzelnen Würfels £ 3 wiederum gegen- 
über dem des Prismas sehr klein. 

Eine Versinnlichung der unendlich kleinen Größen noch höherer 
Ordnung würde man gewinnen, wenn man den Würfel des Inhaltes £ 8 
erneut dem am ursprünglich vorgelegten Würfel vollzogenen Teilungs- 
prozeß unterwerfen würde. 



Zweiter Abschnitt. 

Anwendungen der Differentialrechnung. 



Erstes Kapitel. 

Bestimmung der Maxima und Minima einer Funktion f(x). 



1. Satz über das Vorzeichen der Ableitung f(x). 

Unter y = f(x) verstehen wir, wie bisher, irgend eine „elemen- 
tare" Funktion. Dieselbe sei für die weiterhin in Betracht kommenden 
Werte ihres Argumentes durchweg stetig. 

Erklärung: Die Funktion y = f(x) heißt mit x „gleichändrig" 
oder „ungleichändrig", je nachdem sie mit stetig wachsendem x gleich- 
falls wächst oder abnimmt 

So ist z. B. die Funktion y = x 2 — 2 für alle positiven Werte 
des Argumentes mit x gleichändrig , für alle negativen Werte mit x 

ungleichändrig. Die Funktion) sin x ist zwischen x = — -jr und 

2 

x = + — mit x gleichändrig, im Intervall von — bis -— mit x 

2 2 2 

ungleichändrig usw. 

Lehrsatz: Eine Funktion f(x) ist für alle diejenigen Werte ihres 
Argumentes x mit leiderem gleichändrig (ungleichändrig), für welche die 
Ableitung positiven (negativen) Zahlwert hat. 

Der Beweis entspringt aus der geometrischen Bedeutung des 
Differentialquotienten (vgl. Fig. 14, S. 18). Der daselbst mit cc bezeich- 
nete Winkel , welcher tga = f (x) liefert , ist spitz oder stumpf , je 
nachdem an der betrachteten Stelle die Funktion f (x) mit x gleichändrig 
ist oder nicht. 

2. Die Maxima und Minima einer Funktion f(x). 

Erklärung: Hört f(x), wenn x als stetig wachsende Größe den 
Wert x = a durchläuft, auf, mit x gleichändrig zu sein, um demnächst 
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mit x ungleichändrig zu werden, so wird f(x) für x = a zu einem 
„Maximum*. Hört f(x), wenn x als stetig wachsende Größe den Wert 
x — a durchläuft, auf, mit x ungleichändrig zu sein, um demnächst mit 
x gleichändrig zu werden, so wird f(x) für x = a zu einem „Minimum". 
Fig. 24 erläutert den Fall des Maximums bei x = a. 



Fig. 24. 




Zufolge der Erklärung werden hier die 
Werte der Funktion nur für solche Argu- 
mente x miteinander verglichen, welche in 
der nächsten Nachbarschaft oder, wie man 
sagt, in der „ Umgebung" von x = a liegen. 
Es darf somit in Fig. 24 sehr wohl f(b) 
größer als der Maximalwert f(a) sein. 

Lehrsatz: Eine Funktion f (x) wird stets und nur dann für 
x = a zu einem Maximum (Minimum) , falls ihre Ableitung f (x) in 
dem Augenblicke ) daß x als stetig wachsende Größe den Wert a durch- 
läuft, von positiven zu negativen (negativen zu positiven) Zahlwerten 
übergeht. 

Der Beweis ergibt sich sofort aus Nr. 1. 

Der Vorzeichenwechsel der Zahlwerte von f'(x) kann auf drei 
Arten vor sich gehen: 

I. Ist die Ableitung f'(x) in der Umgebung von x = a stetig, so 
kann dieselbe nur vermöge des „Durchganges durch U bei x = a von 



Fig. 25. 




positiven zu negativen Werten oder um- 
gekehrt gelangen. 

In diesem Falle hat die zu y = f(x) 
gehörende Kurve im Punkte x = a, 
y = f(a) eine parallel zur x- Achse ver- 
laufende Tangente. 

Als Beispiel diene die Funktion: 

/"(*) = J xS ~ j*?-2x + 1, 

deren Ableitung: 

f (x) = x 2 — x — 2 = (x + 1) (x — 2) 

für alle endlichen Werte x stetig ist. Hier geht f'(x) von positiven zu 

negativen Werten über, falls x als wachsende Größe den Wert — 1 

durchläuft; andererseits geht f'(x) stetig von negativen zu positiven 

Werten, wenn x wachsend die Stelle x = 2 durchläuft. Somit ist 

4 19 

/"( — 1) =r -— ein Maximum und f(2) = — ein Minimum; der in 

3 6 

Fig. 25 gezeichnete Verlauf der Kurve der vorliegenden Funktion bringt 

dies zur Anschauung. 

II. Zweitens kann f (x) vermöge des „Durchganges durch oo u von 
positiven zu negativen Werten oder umgekehrt gelangen. 



(2,-?) 



Maxima und Minima einer Funktion f(jr). 
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Ein Beispiel liefert die Funktion: 



deren Ableitung: 



f{x) = 5 — 3 V(* — 2)2, 
f(x) = h 6 



5 }j{x — 2)3 

bei x = 2 durch oo von positiven zu negativen 
Werten übergeht f(2) = 5 ist somit ein Maximum 
der Funktion, wie Fig. 26 bestätigt. — 

Bei Annäherung an die Stelle x = a von der 
einen und der anderen Seite wird, wie Fig. 26 erläu- 
tert, der S. 18 mit a bezeichnete Winkel zwischen der 

1t 

Kurventangente und der x- Achse sich dem Werte — 

annähern. Die Kurve besitzt im Punkte x = a, y = f(a) einen 
„Rüekkehrpurikt" (cf. Abschn. IV, Kap. 3, Nr. 2) mit einer zur y-Achse 
parallelen Tangente (siehe auch das vorbetrachtete Beispiel). 




III. Endlich kann f (x) bei x = a 
„sprungweise unstetig u sein und hierbei 
von positiven zu negativen Werten oder 
umgekehrt gelangen. 

Fig. 27 veranschaulicht ein hierher 
gehörendes Beispiel. 



Fig. 27. 




3. Gebrauch höherer Ableitungen zur Bestimmung der Maxima 

und Minima von f(x). 

Es gelte jetzt die spezielle Annahme, daß f{x\ f'(x), ..., fW (x) 
in der Umgebung von x = a stetig und (was nicht immer besonders ge- 
sagt wird) eindeutig seien; n bedeutet irgend eine positive ganze Zahl. 

Soll f{x) für x = a zu einem Maximum (Minimum) werden, so muß 
f' (q) = sein (Nr. 2, Fall I), und f (x) muß in der Umgebung von x = a 
mit x ungleichändrig (gleichändrig) sein. Diese zwei Bedingungen sind 
umgekehrt auch hinreichend für ein Maximum (Minimum) f(a). 

Die zweite Forderung ist nach Nr. 1 erfüllt, wenn f" (x) in der 
Umgebung von x = a negativ (positiv) ist. Weiß man, daß für 
x = a selbst f" (a) < (bzw. > 0) zutrifft, so kann wegen der 
Stetigkeit von f" (x) in der nächsten Nachbarschaft von x = a die 
Funktion f" (x) weder = noch ^> (bzw. <C 0) sein. Man kann 
also im Falle f ,f (a) < (bzw. }> 0) die fragliche Umgebung so klein 
wählen, daß in ihr durchweg f" (x) <^ (bzw. ^> 0) gilt. 

Diese Überlegung liefert den 

Lehrsatz: Sind f(x), f (x), f"(x) in der Umgebung von x = a 
stetig und verschwindet f (x) für x = a, während f" (a) <C (bzw. > 0) 
isty so wird f(x) für x = a zu einem Maximum (Minimum). 
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Weitere Untersuchung erfordert der Fall , daß auch f" (a) = 
ist. Es sei sogleich: 

(1) f (a) = 0, f" (a) = 0, . . ., f* ~ « (a) = 0, /*•> (a) ^ 0, 

d. h. alle Ableitungen bis zur n ten exklusive sollen für x = a ver- 
schwinden. 

Ist z. B. fW (a) < 0, so ergibt sich aus dem letzten Lehrsatze, 
daß f( n — *)(a) = ein Maximum von / ,(n ~~ 2) (#) ist, und daß somit 
/*( w ~ 2 >(a?) in der Umgebung von a? = a nicht positiv ist. 

Dies zeigt nach Nr. 1, daß f( n ~ 8 > (#) in der ganzen Umgebung 
von o; = a mit a? ungleichändrig ist und also [wegen /* (n ~~ 8) (a) = OJ 
von positiven zu negativen Werten geht, wenn x wachsend den Wert a 
durchläuft. Hieraus folgt wieder, daß /^"""^(a) = ein Maximum 
von /<»-*> (x) ist. 

Durch Fortsetzung dieser Schlußweise und Ausdehnung auf den 
Fall /•<"> (a) > ergibt sich der 

Lehrsatz: Es seien f(x), f(x), ..., f^(x) in der Umgebung von 
x = a stetig, und es mögen die (n — 1) ersten Ableitungen f (x),..., 
f(n—i)( x ) ffo r x = a verschwinden, während f^(a) ^ sei. Man hat 
jsu unterscheiden, ob n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Im ersteren 
Fälle ist f(a) ein Maximum (Minimum) von f(x), wenn /* (w) (a) <C C> 0) 
Fig. 28. 9®t' Ist aoer n ungerade, so ist f(a) weder ein 

Maximum noch ein Minimum von f(x).. 

Die Tangente der Kurve y = f(x) im Punkte 
x = a, y = f(a) ist wegen f (a) = parallel 
zur x-Achse. Ist n ungerade, so bleibt die Funk- 
tion f(x), nachdem x den Wert a durchlaufen hat, 
mit x gleichändrig (ungleichändrig), wie sie es 
vorher war. Die Kurve y = f(x) hat bei x = a, 

y = f(d) einen sogenannten „Wendepunkt" mit einer zur x- Achse 

parallelen „Wendetangente" (vgl. Fig. 28). 




Zweites Kapitel. 

Betrachtung des Verlaufes ebener Kurven. 



1. Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve. 

In der Ebene sei eine Kurve gegeben, deren Gleichung in recht- 
winkeligen Koordinaten x, y die Gestalt y = f(x) habe. Die Kurve 



Tangenten und Normalen ebener Kurven. 
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a'=a+90» 



werde kurz K genannt; f(x) sei eine elementare eindeutige oder mehr- 
deutige Funktion. Wir knüpfen an folgende 

Erklärung: Sind P und P x zwei Fig. 29. 

Punkte der Kurve K, so bezeichnet man 
die Grenzlage, welcher die durch P 
und P 1 hindurchlaufende Gerade zu- 
strebt, wenn P x dem Punkte P auf K 
ohne Ende oder unendlich nahe kommt, 
als „Tangente" der Kurve K im 
Punkte P. 

Die Tangente gibt die Richtung der Kurve im Punkte P an. 

Erklärung: Eine im Punkte P die Tangente und also die Kurve 
senkrecht schneidende Gerade heißt „Normale" von K im Punkte P. 

Um die Gleichungen für Tangente und Normale aufzustellen, seien 
£, 17 die Koordinaten der Punkte auf einer dieser Geraden, während 
x und y = f(x) die Koordinaten von P sind. 

Als „Richtungskoeffizienten" der Gleichungen von Tangente und 
Normale hat man (cf. Fig. 29): 

*9« = f x = f(*\ *«' = *(«+ 90«) = -A; = .=±. 

Lehrsatz: Die Gleichung der Tangente der Kurve K im Punkte 
P der Koordinaten x, y = f(x) ist: 



(1) V 






oder r\ — y = f'(x) (£ — x). 



Die Gleichung der Normalen von K im Punkte P ist: 
(2) (|- aO + ^(i7-2/) = oder (£-x) + f (x) (<n -y) = 0. 



2. Tangente, Normale, Subtangente und Subnormale der 

Kurve K für einen Funkt P. 

Erklärung: Die auf der Tangente und Normale durch den Be- 
rührungspunkt und die x- Achse eingegrenzten Strecken heißen „Tangente 
und Normale im engeren Sinne" und werden durch T und N bezeichnet. 



Fig. 30. 



Hat es keine Zweideutigkeit zur Folge, 
so nennt man T und N auch wohl 
schlechthin „Tangente" und „Normale". 

Die Projektionen der Strecken T 
und N auf die x- Achse heißen „Sub- 
tangente" und „Subnormale" und wer- 
den durch St und Sn bezeichnet 

Fig. 30 bringt diese Verhältnisse für den Fall zur Darstellung, 
daß bei P die Ordinate y positiv und f (x) mit x gleichändrig ist. 
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Durch Diskussion der in Fig. 30 auftretenden Dreiecke folgt der 

Lehrsatz: Für die zum Punkte P unserer Kurve gehörenden 
Strecken St, Sn, T und N gelten die Gleichungen: 



(i) 



«w — « dx — y 

dy f (x) 



Sn = y g = yf (s), 



(2) 






Diese Gleichungen bleiben auch bei anderer Gestalt und Lage 
der Kurve K bestehen; nur muß man vorkommendenfalls die rechten 
Seiten im Zeichen wechseln , damit für T, N, St, Sn positive Zahlwerte 
entspringen. 

8. Bogendifferential der Kurve K. 

Die Bogenlänge der durch y = f(x) gegebenen Kurve K, von 
einem beliebig gewählten Anfangspunkte auf K bis zum Punkte P von 
der Abszisse x gemessen, werde durch s bezeichnet. Die Maßzahlen s 
sollen auf K von jenem Anfangspunkte aus nach der einen Seite positiv, 
nach der anderen negativ berechnet werden. 

Die Bogenlänge s der Kurve erscheint hierbei als Funktion von x. 
Wir nennen dieselbe s = g(x) und wollen die Aufgabe lösen, den 

Differentialquotienten — = — ^ — - dieser Funktion zu berechnen. 

dx dx 

Erklärung: Das im Zähler dieses Quotienten stehende unendlich 
Meine Stückchen ds der Kurve K heißt Bogenelement oder Bogendiffe- 
rential, 

Zur Berechnung von — markiere man auf K zunächst einen 

dx 

zweiten Punkt P 1 der Abszisse x -\- /dx, zu welcher die Bogenlänge 

s x = s + As gehöre; dann ist /ds der 

dem Zuwachs /dx entsprechende Zuwachs 

von s. 

In Fig. 31 ist auch noch die P und 

P x verbindende Sehne PPi der Kurve 
gezogen. Kommt P^ dem Punkte P ohne 
Ende nahe, so gilt: 

(1) . . lim. (-£j=\ = 1, 

was nahe liegt und für die bei uns in Betracht kommenden Kurven 
streng bewiesen werden kann. 



Fig. 31. 




Bogendifferential. 
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Wir haben nun: 
ds 



.. Js _. (Js PP 1 
— = Um. -j- = hm. ( •==- • —7— 
dx <4x \PP t dx 



)■ 



und also infolge von (1): 



«i = Kw . («*.) = Um . i^+Avl 



dx 



dx 



Dieses Ergebnis kleiden wir in folgenden 

Lehrsatz: Bas Bogendifferential ds von K ist gegeben durch: 

(2) . . . ds = dxVl + 0J) 1 = \dx* + dy*, 
oder, mit Hilfe der Kurvengleichung y = f(x) ausgedrückt: 



(3) ds = dx Vi + f'(x)\ 

Diese Gleichungen setzen übrigens voraus, daß s = g{x) mit x 
gleichändrig ist. Anderenfalls hat man die Quadratwurzeln mit nega- 
tiven Vorzeichen zu versehen. 

Mit Hilfe des Bogendifferentials schreiben sich die Gleichungen (2) 
Nr. 2: 



(4) 



ds ds 



4. Beiapiele zur Berechnung der Tangenten, Normalen usw. 



(i) 



I. Die in Fig. 32 dargestellte Parabel hat die Gleichung: 
. . . . y* = 2px oder y = ± ^2px. 



Der in der Figur gewählte Punkt P 
hat positives y, so daß man findet: 

_ P 



dx 2\x \2Tpx 

Aus (1), Nr. 2, folgt also für St und Sw 




(3) S* = ^ = 2x, Sn = y -£=p. 
P V 

Lehrsatz: Bei der Parabel ist die Subtangente des einzelnen 
Punktes P gleich der doppelten Abszisse von P, die Subnormale aber ist 
konstant gleich p. 

IL Erklärung: Läßt man einen Kreis auf einer Geraden rollen, 
so beschreibt ein einzelner Punkt des Kreises eine sogencmte „Zykloide". 
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V 



Der Kreis habe den Radius a; die Gerade, auf welcher der Kreis 
rollt, werde die x -Achse; der Berührungspunkt der x -Achse und des 



Fig. 33. 



Kreises in der Anfangslage des letz- 
teren sei der Nullpunkt 0. Indem 
der Kreis etwa nach rechts rollt, 
beschreibt der anfängliche Berüh- 
rungspunkt die in Fig. 33 angedeu- 
tete Zykloide. 

Bei der in Fig. 33 festgehal- 
tenen Lage des rollenden Kreises hat 
der die Zykloide beschreibende Punkt 
die Stelle A erreicht. Der Kreis 
hat bis dahin um seinen Mittelpunkt 
eine Drehung erfahren, die durch den Winkel 2$. AGB = t, den so- 
genannten „ Wälzungswinkel u , gemessen werden kann. 

Für die Koordinaten OD = x, AD = y des Punktes A der 
Zykloide liefert die Diskussion der Fig. 33: 




(4) 



x = a (t — sin t), y = a (1 — cos t). 



Durch Elimination von t findet man als Gleichung zwischen x 
und y: 



(5) . . x = — \2 ay — y* + a • 



arc cos 



(^-0 



Lehrsatz: In (5) ist die Gleichung der Zykloide gewonnen. 
Meistens ist es indessen einfacher, die Zykloide durch das Gleichungen- 
paar (4) darzustellen, wobei die Koordinaten x t y des einzelnen Zykloiden- 
punktes als Funktionen der unabhängigen Variäbelen t erscheinen. 

Aus (4) ergibt sich leicht: 



//%s dx ,„ ,. dy . , 

(6) — = a (1 — cost), " a 7j = a smtl dx 



= dg (l)jx = 



Die Formeln in Nr. 2 liefern: 

(7) . . . . N = 2 



in ö) 



sin 



asin^, 



Sn = asint 



Zufolge der letzten Formel ist die Subnormale in Fig. 33 durch 
die Strecke DB gegeben. 

Lehrsatz: Bei der Zykloide läuft die Normale des einzelnen 
Punktes A durch den Berührungspunkt B des zugehörigen Kreises mit 
der x- Achse hindurch. 



Zykloide. Konkavität und Konvexität. 
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5. Konkavität und Konvexität der Kurven. 

Man ziehe im Punkte P der Kurve K die Tangente und nehme 
an, daß letztere nicht parallel zur y -Achse läuft. 

Erklärung: Liegt die Kurve K in der nächsten Umgebung von P 
unterhalb x ) der Tangente, so heißt die Kurve bei P „nach unten konkav" 
(nach oben konvex); liegt indes K in der nächsten Umgebung von P ober- 
halb der Tangente, so heißt die Kurve bei P „nach unten konvex" (nach 
oben konkav). 

In Fig. 14, 8. 18, welche zur Erläuterung der geometrischen Be- 
deutung von f (x) diente , liegt in der Umgebung des Punktes P beide 
Male Konkavität nach unten vor. In diesem Falle ist, wie man sich an 
der genannten Figur veranschauliche, 
f (x) mit x ungleichändrig und also 
f" (x) negativ. Allgemein gilt der 

Lehrsatz: Ist die Kurve K in der 
Umgebung des Punktes P nach unten 
konkav (konvex), so hat die zweite Ab- 
leitung f 1 (x) daselbst negative (positive) 
Zahlwerte und umgekehrt. 



Fig. 34. 




Für die in Fig. 34 dargestellte Ellipse ist: 



(1) 



X l _L t. 

a 2 + b 2 



1, y = + — Va 2 — x 2 , 

a ' 



Das obere Zeichen gilt, wenn der Punkt P oberhalb der x- Achse 
liegt. Für diesen Fall ist: 

dy bx d 2 y ab 

dx 



(2) 



a\a 2 — x 2 ' 



dx 2 



t3 



(Va 2 — x 2 J 

Die Ellipse ist in der Umgebung von P nach unten konkav, was 
in Übereinstimmung mit dem negativen Zeichen des Zahlwertes von 
d*y 



dx 2 



bei P ist. 



In die vorstehende Betrachtung ist der Fall, daß die Tangente in 
P mit der #- Achse parallel ist, nicht einbegriffen. Für diesen Fall 
sehe man x als Funktion von y an und diskutiere zur Bestimmung 

d 2 x 



der konkaven Seite der Kurve das Vorzeichen von 



dy' 



6. Wende- oder Inflexionspunkte einer Kurve. 

Man nehme zunächst wieder an, daß die Tangente von K im 
Punkte P nicht zur y- Achse parallel sei. 



x ) Die Richtung „nach unten" soll in der xy- Ebene diejenige der 
negativen y- Achse sein. 
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Erklärung: Ist die Kurve K auf der einen Seite des Punktes P 

nach unten konkav und auf der anderen Seite nach unten konvex , so 

-p. 35 heißt der Punkt P ein Wende- oder In- 

flexionspunkt der Kurve und die Tangente 
^—^ in P heißt Wende- oder Inflexionstangente. 
\^ Dieses Vorkommnis ist in Fig. 35 

erläutert. 

Aus Nr. 5 folgt der 

Lehrsatz: Die Kurve K hat an der 

a 

Stelle x = a, y = f(a) stets und nur 
dann einen Wendepunkt, wenn die zweite 
Ableitung f"(x), falls x den Wert a durchläuft , von positiven zu nega- 
tiven Zahlwerten übergeht oder umgekehrt. 

Betreffs des Zeichen wechseis von f'(x) hat man, wie S. 38 beif'(x), 
die drei Möglichkeiten , daß f" (x) an der Stelle x = a den Wert 
gewinnt oder durch oo hindurchläuft oder sprungweise unstetig wird. 
Der erste Fall ist der wichtigste; ihm gilt der 

Lehrsatz: Ist f" (x) in der Umgebung von x = a stetig, so gilt 
für die Abszisse a eines Wendepunktes der Kurve stets f" (a) = 0. 

Für y = sin x ist f (x) = — sin x ; sämtliche Schnittpunkte der 
#-Achse und der Sinuslinie sind Wendepunkte der letzteren (vgl. Fig. 9, 
S. 8). 

Einen etwaigen Wendepunkt mit einer zur y- Achse parallelen 

Tangente macht man der Rechnung in der Weise zugänglich, daß man 

d 2 x 
x als Funktion von y ansieht und die Werte von -r—z auf Vorzeichen- 

dy* 

Wechsel untersucht. 

7. Die Krümmungskreise einer Kurve. 

Man lege durch die drei Punkte P,P U P 2 der Kurve K einen Kreis. 
Rückt P x dem Punkte P unendlich nahe, so werden die Kurve K und 
der Kreis im Punkte P gemeinsame Tangente gewinnen und also ein- 
ander berühren. Rückt überdies auch noch P 2 dem Punkte P unendlich 
nahe, so geht der Kreis hierbei in eine Grenzlage über, welche man als 
„Krümmungskreis" der Kurve K im Punkte P bezeichnet. 

Lehrsatz: Der Krümmungskreis von K im Punkte P hat mit der 
Kurve K bei P drei unmittelbar aufeinander folgende Punkte oder, wie 
man sagt, drei „konsekutive" Punkte gemein. 

Erklärung: Der Mittelpunkt des Krümmungskreises heißt Krüm- 
mungszentrum oder Krümmungsmittelpunkt, der Radius desselben Krüm- 
mungsradius der Kurve K an der Stelle P. 

Unter allen die Kurve K im Punkte P berührenden Kreisen 
schmiegt sich der Krümmungskreis der Kurve am engsten an; er ist 
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dieser halb geeignet, ein „Maß für die Krümmung" der Kurve K bei P 
abzugeben. 

Die Krümmung des Kreises ist längs der ganzen Peripherie die- 
selbe, und sie ist übrigens um so geringer, je größer der Radius ist. 
Als yi Krümmungsmaß u des Kreises benutzt man demnach den rezi- 
proken Wert des Radius. 

Lehrsatz: Das Krümmungsmaß der Kurve K an der Stelle P ist 
durch den reziproken Wert des Krümmungsradius gegeben. 

Das Krümmungszentrum liegt auf der F - 36 

zu P gehörenden Normalen der Kurve K 

In Fig. 36 gilt die Annahme, daß von 
den drei zunächst getrennt liegenden Punk- 
ten P, jP lf P 3 die beiden ersten bereits zu- 
sammenfallen. Man findet dann den Mittel- 
punkt M des Kreises durch P, P lt P a ver- 
mittelst der in der Figur ausgeführten Kon- 
struktion , bei welcher M Q das Mittellot der Strecke PP 2 ist. Rückt 
jetzt auch P 2 dem Punkte P ohne Ende nahe, so wird QM zu einer 
mit PM „konsekutiven a Normale. 

Lehrsatz: Das Krümmungszentrum ist die Grenzlage des Schnitt- 
punktes der zu P gehörenden Normalen mit einer zweiten Normalen, deren 
Fußpunkt dem Punkte P ohne Ende nahe kommt 

8. Berechnung des Krümmungszentrums und 

Krümmungsradius. 

Der letzte Lehrsatz liefert ein Mittel zur Berechnung der Koordi- 
naten des Krümmungszentrums. 

Sind x, y die Koordinaten von P, ferner a? -f- z/#, y -\- 4y die- 
jenigen eines nahe bei P gelegenen Punktes P 1 und endlich £, r\ die- 
jenigen des Schnittpunktes der zu P und P' gehörenden Normalen , so 
gilt nach (2), S. 41 : 

<&-*) + f'(x)(y — y) = o, 

(g — x — Ax) + f (x + Jx) {r\ — y — 4y) = 0. 
Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt: 

i — (v — y) -jü + ' ( + ' ' Ix 

Für lim. d x = ergibt die Fortsetzung der Rechnung den 

Lehrsatz: Die Koordinaten |, r\ des zum Punkte P gehörenden 
Krümmungszentrums, sowie der Krümmungsradius q stellen sich ver- 
möge der Koordinaten a?, y von P und der Kurvengleichung y = f(x), 
wie folgt, dar: 
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(2) *- ± — r^j — 

Gleichung (2) folgt aus (1), insofern g gleich der Entfernung des 
Punktes (£, rj) vom Punkte (x, y) ist. Das Vorzeichen in (2) rechts 
ist so zu wählen, daß Q positiven Wert bekommt. 

Ist P ein Wendepunkt , in dem f" (x) = ist , so wird Q = oo . 
Hier artet der Krümmungskreis in die zugehörige Wendetangente aus, 
welche somit drei konsekutive Punkte mit der Kurve K gemein hat. 

Setzt man im Falle der Ellipse in (1) und (2) die in (2), S. 45, 
gegebenen Werte von f (#), f"(x) ein, so ergibt die Rechnung: 

s 
«. e 2 x* e 2 y* (a*y* -\-Wx 2 f 

unter e 2 = a 2 — b 2 das Quadrat der Exzentrizität verstanden. 

Für die Zykloide liefern die dritte und erste Formel (6), S. 44 : 

dctg(j) 



(4) 



d s y \2/ dt 

dx 2 dt dx 

4 



(5) 



Die Entwickelung der Formeln (1) und (2) ergibt hier: 

£ = a (t + sint), rj = — a (1 — cos£), o = 4astn( —-}• 

Durch Vergleich mit der ersten Formel (7), S. 44, entspringt der 

Lehrsatz: Für den einzelnen Punkt der Zykloide ist der Krüm- 
mungsradius q doppelt so groß, als die Normale N. 

In Fig. 33, S. 44, ist somit der zum Punkte A gehörende Krüm- 
mungshalbmesser die über B um sich selbst verlängerte Strecke AB. 

9. Die Evoluten und Evolventen. 

Erklärung: Der geometrische Ort aller zu einer Kurve K gehörenden 
Krümmungsmittelpunkte stellt eine neue Kurve dar, welche man als „Krüm- 
mungsmittelpunktskurve u oder „Evolute" der gegebenen Kurve K be- 
zeichnet. 

In Fig. 37 sind für einige, einander nahe gelegene Punkte P, P lf P 2 ,... 
von K die Normalen errichtet und je zwei aufeinander folgende unter 
ihnen in Q, Q u Q 2 , ... zum Durchschnitt gebracht. Diese Punktreihe 
gibt ein ungefähres Bild vom Verlauf der Evolute. 



(1) 
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Speziell veranschaulicht Fig. 37 folgenden 

Lehrsatz: Die Normale von K im Punkte P ist Tangente der 
Evolute in dem P entsprechenden Punkte Q. 

Zum Beweis« ziehen wir die Formeln (1), Vi 37 
Nr. 8, heran, in denen die Koordinaten £, ij 
von Q als Funktionen von x dargestellt sind. p i^-r""T — f 

Aus diesen Formeln ergibt sich: p/f\ 

Idi__ iff*-p» -f%f» % 
dx ' ' f— 

an _ zf'f t -f'" -f*f" 
dx r* 

wo der Kurze halber die Argumente x bei f, f", f" 
fortgelassen sind. 

Aus (1) folgt weiter: 

(2\ Ü — - f'(x\ -^ ** — — . 

(2) Tx~ f{x) Tx' Ji = r&j 

Braucht man nun den Winkel « im Sinne von Fig. 14, S. 18, und 
nennt den entsprechenden Winkel bei der Evolute a', so folgt aus (2) : 

(3) *3=„«. = -. p ^=_ j i-„„, 1 .l...' = «±f, 

womit der aufgestellt« Lehrsatz bewiesen ist. 

Des weiteren veranschauliche man sich an Fig. 37 den 

Lehrsatz: Das Bogendifferential da der Evolute ist, absolut ge- 
nommen, gleich dem entsprechenden (d. i. zu demselben dx gehörenden) 
Differential dg des Krümmungsradius. 

Aus (1) ergibt sich nämlich: 

' — f - r>r \ 

fl'2 

und zu dem gleichen Ausdrucke gelangt man von (2), Nr. 8, aus für 



©■ = (©' + ©'=<' + '''> (^ 



GD- 



daß in der Tat d6 = ± dg gilt. 



Denkt man die Tangente Qf der Evolute als gespannten Faden, 
so zeigt der letzte Lehrsatz, daß bei Auf- oder Abwickelung des Fadens 
auf der Evolute der Endpunkt P des Fadens die ursprüngliche Kurve 
K beschreibt. 

Erklärung: Die Kurve, welche durch irgend einen Punkt eines 
längs einer gegebenen Kurve aufgewickelten und gespannten Fadens bei 
weiterer Auf- oder Abwickelung beschrieben wird, heißt eine Evolvente 
der gegebenen Kurve. 

Frioke, Leitfaden. l 
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Da hierbei die Auswahl des beschreibenden Punktes auf dem Faden 
willkürlich ist, so hat jede Kurve unendlich viele Evolventen. 

Lehrsatz: Das Verhältnis zwischen der ursprünglichen Kurve K 
und ihrer Evolute kann man hiernach auch so aussprechen, daß K eine 
unter den Evolventen jener Evolute ist. 



10. Gleichung der Evolute und Beispiele. 
Durch die Gleichungen: 



(i) 



f = s- 



f + f 



und 



n = f + 



i + /"* 



sind die Koordinaten £, r\ des einzelnen Punktes der Evolute in x dar- 
gestellt. Die Elimination von x liefert eine Gleichung JF(£, rj) = 
zwischen £ und r\ , welche somit die Gleichung der Evolute von K ist. 



Fig. 38. 




Sind | und r\ in x und y aus- 
gedrückt, so muß man zur Elimination 
von x und y noch die zwischen x und 
y bestehende Gleichung der ursprüng- 
lichen Kurve K heranziehen. . 

So gelten z. B. im Falle der Ellipse 
die Gleichungen (3), S. 48. Berechnet 
man aus ihnen x und y und trägt die 
berechneten Werte in die Gleichung: 



?L 4. Vi — 
a* ^ 6* 



1 



der Ellipse ein, so ergibt sich: 



(2) 



(a{) + <pir = e 



4 
3 



als Gleichung der Evolute. 



Y-Achse 



Fig. 39. 
y-Ach8e 



x-Achse 




X-Achse 



Die Evoluten der Ellipse und Zykloide. 
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Die Gestalt dieser Evolute sieht man in Fig. 38. Die Scheitel- 
punkte der Ellipse sind Punkte größter bzw. kleinster Krümmung; 
dem entspricht es, daß die ihnen zugehörigen Punkte der Evolute 
Rückkehrpunkte oder Spitzen (cf. Abschn. IV, Kap. 3, Nr. 2) sind. 

Die Evolute der Zykloide ist in Fig. 39 dargestellt; es gilt der 
Satz, daß die Evolute der Zykloide selbst wieder eine mit der ursprüng- 
lichen kongruente Zykloide ist. 

Führt man nämlich das in Fig. 39 angedeutete Koordinatensystem 
-X, Y vermöge : 

X = £ + a jt, r=iy + 2a 

ein und setzt T = t + # , so nehmen die Gleichungen (Ö) , S. 48, der 
Evolute der Zykloide die Gestalt an: 

X = a (T — sin T), Y = a (1 — cos T). 

Hierdurch ist in der Tat eine mit der ursprünglichen kongruente 

Zykloide dargestellt [vgl. (4), S. 44]. 

Wickelt man in Fig. 39 den Faden Q'" P"' = 4 a nach links auf 
der Evolute auf, so entspringt aus dem letzten Satze in Nr. 9 der 

Lehrsatz: Die Bogenlänge eines einzelnen (zwischen zwei auf- 
einander folgenden Spitzen gelegenen) Zweiges der Zykloide ist achtmal 
so groß, als der Radius a des die Zykloide erzeugenden Kreises. 



11. Gebrauch der Polarkoordinaten. 

In Fig. 40 sei der „Pol" und OA die „Achse* eines Polar- 
koordinatensystems. Die Polarkoordinaten r, & eines Punktes P sind 
dann der „Badius vector" r = OP und die Fig. 40. 
„Amplitude" & = 2i AOP. 

Es sei eine beliebige Kurve K vorgelegt, 
deren Gleichung die Gestalt r = f(&) habe. 

Auf K sind zwei Punkte P und P x der 
Koordinaten r, fr und r -\- 4r, & -f- Afr 

fixiert. Man mache OQ = OP, so daß man 
hat: 




(i) 



PQ = 2r$ini—\ P 1 Q = 4r, 
2iOPQ = 2iOQP = ^-^ 



Die Erklärung der Winkel £, £ und rj entnehme man aus Fig. 40 ; 
es gilt: 



m 






6 = T + T--': 
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Durch Betrachtung des Dreieckes PQPi ergibt sich vermöge (1) 
und (2): 

PP* = Jr 2 + 4r a stn 2 ( — J + 4r Jrsin* ( — )» 
Die Division der ersten Gleichung durch ^# a liefert: 



(3) 



« (§&)" - (i-;)' + - 



SM* — r— l / SM* 



J& W A% 



Wird jetzt <Aft unendlich klein, so schreiben wir d& statt dft 
und gewinnen aus der Sehne PP X nach S. 42 das zu d& gehörende 
Bogendifferential ds. Aus (4) folgt: 

(5) ' • (U) 2 = (^) a + r2 oder dsa = d " + 'W 

während sich daraufhin aus (3) ergibt: 

dr 1 /ds\ 2 , /rdfrV 

(6) cos^ = -, V ,=__l = ^-)-l=(— J. 

Lehrsatz: Jn Polarkoordinaten drücken sich das Bogendifferential 
und die Funktion tg des Winkels ij zwischen Badius vector und Tan- 
gente von K im Punkte P, wie folgte aus : 

(7) . . . . ds = ± far* + r*d&* 9 tgrj = ^. 

Bei der Bestimmung des Vorzeichens der rechten Seite der letzten 
Formel war maßgeblich, daß r\ spitz oder stumpf ist, jenachdem r mit 
# gleichändrig bzw. ungleichartig ist. 

12. Erklärung von Polartangente, Polarnormale usw. 

In Fig. 41.. ist in auf dem Badius vector OP des Punktes P 

die Gerade QB senkrecht gezogen; und es sind Tangente und Normale 
der Kurve K im Punkte P bis zu ihren Schnittpunkten Q und B mit 
jener Senkrechten gezogen. 



Erklärung: Die Strecken PQ und PB heißen die zum Punkte P 
der Kurve gehörende „Polartangente" T und „Polarnormale" N; ent- 
sprechend heißen die Strecken OQ und OB „Polarsubtangente" St und 
„Polarsubnormale" Sn. 



Gebrauch der Polarkoordinaten. 
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(1) 



Durch Betrachtung der Dreiecke in Fig. 41 folgt der 
Lehrsatz: Für die Polartangenie T usw. gelten die Formeln: 

ds 

d&' 

dr 



m ds 

T=r Tr> 



N = 



St = 



r*d& 



Sn = 



dr ' ~" dft 
Besonders geeignet sind die Polarkoordinaten zur Untersuchung 

Fig. 42. 



der Spiralen. 

Ein Beispiel liefere die durch: 

(2) . . . r = e** 

Fig. 41. 

R 





gegebene logarithmische Spirale , deren Verlauf Fig. 42 andeutet. Die 
logarithmische Spirale hat sowohl nach außen wie auch in der Richtung 
auf den Pol unendlich viele Windungen. 

Aus (2) ergibt sich für die fragliche Spirale: 



(3) 



• < 



a 





Jl + a* 

' a ' 


N: 


= 1 


St 


= — , Sn 
a 





ar. 



+ a\ 



Lehrsatz: Für alle Punkte der logarithmischen Spirale hat der 
Winkel r\ den gleichen Wert; die Längen T und ebenso N 9 St und Sn 
sind für die verschiedenen Punkte der logarithmischen Spirale mit r 
proportional. 



Drittes Kapitel. 

Theorie der unendlichen Reihen. 



1. Begriffe der Konvergenz und Divergenz einer Reihe. 

Es seien Uq , u x , u 2 , . . . positive oder negative Zahlen in unend- 
licher Anzahl: 
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Erklärung: Die aus den „Gliedern" w , u if %, ... aufgebaute 
unendliche Reihe: 

(1) % + «*1 + **2 + W 3 + •'• 

Äeißtf „konvergent", wenn die Summe S n der n ersten Glieder: 

(2) & = «o + ««i + ••• + w n-l 

/*ür n = 1, 2, 3, ... eine Zahlenreihe S x , S 2 , S 8 , ... Ke/crf , die /wr 
ftm. w = oo einer „eindeutig bestimmten und endlichen" Grenze S zu- 
strebt; ist dies nicht der Fall, so heißt die Eeihe „divergent". Im ersten 
Fälle heißt S der „Summenwert" oder kurz der „ Wert" der Beihe (1). 
Eine konvergente Reihe liegt z. B. in der geometrischen Reihe: 

■ 

(3) • • • • -1+-7T + — + 4-+A + -" 

w 24816 

vor. Man hat hier nämlich: 



S 



,_ I+ | + (|)' + ... +G .)-_L_iL = ,_(^ 

2 
und also ist S '— lim. S» = 2 (vgl. den Lehrsatz S. 13, oben). 



n = oo 



Dem gegenüber hat man das Beispiel einer divergenten Reihe in: 

<*>••■• 1 + T + J + T + T + I + - 

Setzt man nämlich n = 2 W , so kann man unter zweckmäßiger Zu- 
sammenfassung der Glieder die Summe S n in folgende Gestalt setzen: 

+ ( i + ' + ... + ±\ 

Hier ist in der # en unter den m Klammern das leiste Glied 2~~ k 
stets das kleinste, und in der betreffenden Klammer stehen 2* —1 Glieder. 

Der Zahlwert der einzelnen Klammer ist somit ^>— Es folgt: 



2 



S n >l+J, 



so daß für lim. n = oo keine endliche Grenze S eintritt. 
Divergent ist auch die Reihe: 

(5) 1 — 1 + 1 — 1 + 1 — 1 + ■••; 

denn obschon hier die Zahlen S n mit wachsendem n nicht über alle 
Grenzen wachsen, so nähern sie sich doch keiner bestimmten Grenze, 
sind vielmehr abwechselnd gleich und gleich 1. 
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2. Lehrsätze über konvergente Reihen. 
Lehrsatz I: Für eine konvergente Reihe gilt lim. u n — 0, d. h. 

n= oo 

die Glieder der Reihe nähern sich einzeln genommen mit wachsendem 
Index n der Grenze 0. 

Denn es ist S n + i — S n = u n \ und da sich für lim. n = oo links 
Minuend und Subtrahend der gleichen Grenze S annähern, so ist 
lim. u n = 0. 

Die Reihe (4) in Nr. 1 zeigt, daß die Bedingung lim. u n = zur 
Konvergenz nicht ausreicht. w ~ °° 

Lehrsatz II: Eine konvergente (divergente) Reihe bleibt konvergent 
(divergent), falls man derselben neue Glieder in „endlicher" Anzähl zu- 
fügt oder derselben eine „endliche" Anzahl ihrer Glieder nimmt. 

Lehrsatz III: Für eine Reihe mit ausschließlich positiven Giedern 
u n ist entweder lim. S n = *>, oder die Reihe ist konvergent. 



n = co 



Da nämlich S n +i >► S w ist, so werden die S w mit wachsendem 
Index n entweder unendlich groß, oder es gibt eine bestimmte endliche 
Grenze S, der die S n ohne Ende nahe kommen, ohne sie zu über- 
schreiten. — 

Streicht man aus einer unendlichen Reihe irgend welche Glieder 
fort, so heißt die zurückbleibende Reihe ein „Bestandteil" der gegebenen 
Reihe. Wir nehmen an, daß der Bestandteil wieder eine unendliche 
Reihe darstelle. 

Lehrsatz IV: Jeder Bestandteil einer konvergenten Reihe mit aus- 
schließlich positiven Gliedern liefert wieder eine konvergente Reihe. 

Ist nämlich S der Wert der gegebenen Reihe und S» die Summe 
der n ersten Glieder des Bestandteiles, so gilt S' n <C S. Der Bestand- 
teil liefert also nach Lehrsatz III eine konvergente Reihe. 

Lehrsatz V: Eine Reihe u -\- u^ + u 2 + ••• ist jedenfalls dann 
konvergent, wenn die zugehörige Reihe der absoluten Beträge (cf. S. 11): 

(i) Kl + Kl + Kl + Kl + ••• 

konvergent ist. 

Nach Lehrsatz II ist diese Behauptung offenbar richtig, wenn in 
der gegebenen Reihe entweder nur endlich viele . negative Glieder oder 
nur endlich viele positive vorkommen. 

Treffen diese Fälle nicht zu, so streiche man in (1) alle die Glieder, 
welche negativen Gliedern u n entsprechen, und möge so: 

(2) t? + v x + v 2 -f • • .. 

als Bestandteil von (1) gewinnen. Durch Streichung aller Glieder in (1), 
denen positive Glieder u n der ursprünglichen Reihe zugehören, folge: 

(3) w -f- w x -f w 2 + ••• 
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Schreibt man SJ = v + v 1 -\ h *>/-i und Sm = w -\-w 1 -] 

-f- t0 m — 1> so gibt es nach Lehrsatz IV zwei bestimmte endliche Grenzen: 

(4) S' = lim. S' h S" = lim. fl£. 

Sind nun unter den n ersten Gliedern der ursprünglichen Reihe l 
positive und m = n — l negative, so ist: 

(5) . , . W + Wl H .+ t*n-l = S n = SJ — S m . 

Damit ergibt sich vermöge (4) in der Tat eine bestimmte endliche 
Grenze : 
(6) . . . S = Ztw. S„ = foVw. Si — Z«m. S^ = 8' — S"; 

n = od 1-= <b tn = co 

denn zufolge der Annahme sollten mit lim. n = oo auch l und *w über 
alle Grenzen wachsen. 

8. Konvergenzkriterium für Beihen aus positiven Gliedern. 

Lehrsatz: Die Beihe u -f- t^ + w 2 + •••» deren Glieder sämt- 
lich > sind, ist konvergent, wenn von einem bestimmten endlichen Index 
m an für alle k ^ m die Bedingimg besteht: 

(i) !*±i^ r< i. 

Es sollen also die fraglichen Quotienten aufeinander folgender 
Glieder nicht nur < 1 sein, sondern es soll sich ein echter Bruch r 
angeben lassen, unterhalb dessen sie alle bleiben. 

Aus (1) folgt nämlich: 

W w + k <[ »"Mm + fc-1 2^ •*• 5* f* ^mt 

Für n = m -\- k ergibt sich hieraus: 

S n ^S m + u m (1 +r + r* + ... + r*- 1 ) = S m + u m • |— ^, 



S n <C Sm + 



Wm 



1 — r 

Da hiernach Zim. S n nicht gleich oo ist, so konvergiert die gegebene 
Reihe nach Nr. 2, Lehrsatz III. 

Lehrsatz: Die Beihe u + «*i + «2 + •••» ^ß»"ew Glieder sämt- 
lich > sind, ist divergent j falls von einem bestimmten endlichen Index m 
an für alle k ^ m die Bedingung gültig ist: 

(2) *±1 S> 1. 

In diesem Falle ist n&mlich bereits die zur Konvergenz notwendige 
Bedingung lim.u n = nicht erfüllt. 

n=oo 
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Reihen, bei denen Um. — — = 1 ist, können auf ihre Konvergenz 

n = co U n 

oder Di vergrenz auf Grund der bisherigen Sätze noch nicht untersucht 
werden. Hierher gehört z. B. die Reihe (4), S. 54, bei welcher man hat: 

1 1 w#i+i n -f- 1 w 

so daß der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder für lim. n = oo 
in der Tat die Grenze 1 hat. 

Von der Aufstellung genauerer Konvergenzkriterien sehen wir 
hier ab. 

4. Begriff der Potenzreihen. 

Erklärung: Ist u n = a n x n , unter a n einen konstanten Koeffi- 
zienten und unter x eine Variäbele verstanden, so ergibt sich: 



(1) a + a x x + Oa« 2 + a^x* + 



. . • 



als Gestalt der unendlichen Reihe. Eine solche Reihe bezeichnet man 
als eine „Potenzreihe". 

Nach Nr. 2, Lehrsatz V, ist die Reihe (1) konvergent, falls die zu- 
gehörige Reihe der absoluten Beträge: 

(2) K| + \a x x\ + \a 2 x*\ + ... 

konvergiert. 

Man nehme ernstlich an , es gäbe eine größte positive und endliche 
Zahl x = g % so daß |a w |*0 w für lim. n = oo nicht unendlich wird. 
Dann kann man eine bestimmte endliche Zahl h angeben, so daß die 
Ungleichung : 

(3) \a n \g n <h 

für alle n gilt. 



x 
Nun wähle man x so, daß \x\ <lg und also - — - = r < 1 ist. 

9 
Schreibt man alsdann die Reihe (2) in der Gestalt: 

(4) . . . . \a \ + \a l \g-r + \a 2 \g*-r* + •••, 

so folgt für die Summe S n der ersten n Glieder dieser Reihe aus (3): 

S n <h + hr + Är a H -f hr** 1 < , * , 

1 — r 

wie groß auch n gewählt wird. Nach Nr. 2, Lehrsatz III ist also die 
Reihe konvergent. 

Andererseits ist für \x\ ^> g die Reihe (1) divergent, da die not- 
wendige Konvergenzbedingung Um.u n = nicht erfüllt ist. 
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Lehrsatz: Ist x in dem Intervall — g < x << +• g enthalten, 
so konvergiert die Eeihe (1) ; außerhalb desselben ist sie divergent. Jenes 
Intervall heißt dieserhalb das Konvergenzintervall der Potenzreihe (1). 

Zusatz: Läßt sich für „jedes" positive endliche g eine gleichfalls 
endliche Zahl h finden, so daß die Ungleichung (3) für alle Indizes n 
besieht, so ist die Reihe im Intervall — oo <^x<C-\- oo f d. i. für jeden 
endlichen Wert von x konvergent; sie heißt in diesem Falle eine „un- 
begrenzt" konvergente Reihe. 

Ob die Potenzreihe auf einer der „Konvergenz grenzen" x = g oder 
a? = — g noch konvergent ist, muß in jedem Falle durch eine besondere 
Untersuchung entschieden werden. 

Vermöge weiterer (hier nicht anzugebender) Betrachtungen ge- 
winnt man den 

Lehrsatz: Eine Potenzreihe stellt in ihrem Konvergenzintervall 
eine „stetige" Funktion von x vor; und sie bleibt auch noch bis x = g 
(oder x = — g) „inklusive" stetig, 'falls für x = g (bzw. x = — g) 
überhaupt noch Konvergenz stattfindet. 

Es besteht auch folgender wichtige 

Lehrsatz: Differenziert man die Reihe (1) gliedweise, so entsteht 
die Reihe: 

(5) . . . . a x -f- 2a a # + Sa^x 2 -f* 4a 4 £ 8 -{-•••, 

welche dasselbe Konvergenzintervall, wie (1), besitzt. Liefert die Reihe (1) 
in diesem Intervall die Funktion f(x), so ergibt die Reihe (5) eben dort 
die Ableitung f'(x) von f(x). 

5. Mittelwertsatz. 

Die Funktionen qp (x) und 4> (x), sowie ihre Ableitungen (p' (x) und 
il>' (x) seien im Intervall a <J x <^ b eindeutig und stetig ; tf (x) sei 
für a <C x < b, d. h. im „Inneren" des Intervalls überall von ver- 
schieden. 

Entweder gilt im Inneren des Intervalles überall ^' (x) ^> , und 
dann ist^>(#) daselbst mit# gleichändrig ; oder man hat tl>' (x)<^0, und 
dann ist die Funktion il> (x) im fraglichen Intervall mit x ungleichändrig. 

Jedenfalls ist 4> (p) nicht gleich 4> (a). Setzt man also : 

m q>{b) — q> ja) _ 

1 ' * (P) - * (a) — °' 

so ist C eine endliche Eonstante. 
Die Funktion: 

(2) . . . F(x) = q>(x)— q>(a)—C[1>(x) — i>(a)] 

und ihre Ableitung F' (x) sind für a ^ x <j b eindeutig und stetig. 
Aus (2) und (1) folgt aber: 

F(a) = 0, F(b) = 0. 
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Nimmt F(x) im Intervall auch von verschiedene Werte an, so 
gibt es mindestens eine Stelle c iin Inneren des Intervalls, wo F(x) 
einen größten oder einen kleinsten Wert gewinnt. Hier verschwindet 
nach S. 38, Satz I, F' (x) : 

(3) . . . F'(c) = <p'{c) — Ctf (c) = 0, a < c < b. 

Ist aber F{x) im Intervall überall 0, so gilt (3) für eine beliebig 
gewählte Stelle im Inneren des Intervalls. 
Da ty' (c) ^ ist, so folgt aus (3) : 

<P'(c)_ r 

Durch Gleichsetzung dieses Ausdruckes von G mit dem in (1) 
entspringt der sogenannte 

Mittelwertsatz: Sind die Funktionen <p(x) und ty(x) samt ihren 
ersten Ableitungen tp' (x) und il>'(x) im Intervall a <Z, x <£,b eindeutig 
und stetig, und ist ty* (x) im „Inneren" dieses Intervalls nirgends gleich 0, 
so gibt es mindestens einen Wert c im „Inneren" des Intervalls, für 
welchen die Gleichung: 

<p(b) — y (q) _ o/(c) 

W *(&) - *(a) 4>'(c) 

zutrifft. 

Da die linke Seite der Gleichung (4) beim Austausch von a und b 
ihren Wert nicht ändert, so gilt der aufgestellte Satz im Falle a^> b 
für das Intervall b <I x ^ a in übrigens unveränderter Form. 

Die Funktion: 

^ (x) = b m — (b — x) m , 

in welcher m eine ganze Zahl > ist, und für welche: 

1> (b) — 1> (a) = (b — a) m , rl>' (x) = m (b — x) m ~ x 
gilt, genügt den Bedingungen des Mittelwertsatzes. 
Den Wert c schreiben wir in der Gestalt: 

c = a + & (b — a), < # < 1. 
Wir haben dann für p' (c) den Ausdruck: 

il>'(c) = m (1 — fr)*»- 1 (b — a) m ~\ 
Die Gleichung (4) liefert daraufhin den 

Lehrsatz: Ist <p (x) samt der Ableitung <p f (x) im Intervall 
a <[ x ^b eindeutig und stetig, und bedeutet m irgend eine ganze Zähl 
> 0, so gibt es mindestens eine Zähl & im Intervall <C & <C 1 , für 
welche die Gleichung besteht: 

(5) <p(b) - g>(o) = m ( *Z£ )m -i •?'[« + »(&- a)]. 

Man hat hier natürlich fr auch als von m abhängig anzusehen, 
d. h. eine andere Auswahl von m liefert einen neuen Wert fr 1 ). 

l ) Für w=l,a = a?, b -= x -\- J x ergibt sich die oben, S. 33, unter 
(2) Nr. 5 benutzte Gleichung. 
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6. Der Taylor sehe Lehrsatz für ganze rationale Funktionen. 

Gegeben sei die ganze Funktion n Un Grades: 

(1) . . . f(x) = a + a x x -(- »2# a + •*• + «n# n . 
Man schreibe x -j- h an Stelle von x: 

f(x + h) = a + a x (x + h) + a % (x + h)* -\ + a n (x + h)* 

und löse die Klammern rechter Hand nach dem binomischen Lehrsatze 
(vgl. S. 31). Man ordne sodann die rechte Seite nach Potenzen von h, 
wobei der Koeffizient der einzelnen Potenz von h eine Funktion von x 
werden wird: 

(2) f{x + h) = g (x) + *!(*)•* + 0i (*)•*■ H h 9n(x)-h\ 

Zur näheren Untersuchung dieser Funktionen g(x) sehe man vor- 
übergehend x als konstant und h als variabel an und differenziere die 
Gleichung (2) wiederholt nach h: 

if'(x + h) = gi (x) + 2g 2 (x)h + 3g s (x)h* + ... 

+ ng n (x)h n "\ 
f"(x + h) = 2-lg 2 (x) + 3.2 gi (x)h + ... 

+ n(n — l)g n {x)h^\ 



(3) 



Trägt man in (3) speziell h = ein, so folgt: 

f (*) = 9x (*). f" (*) = 2 • 1 g a (x), ..., 
sowie allgemein für eine beliebige ganze Zahl k des Intervalls 1 <^k<Zn: 

(4) . . . . f<M(x) = k(k — 1) ... 2-lg k (x). 

Erklärung: Das Produkt 1* 2*3 • •'• k der ganzen positiven Zahlen 
von 1 bis k bezeichnet man mit kl und liest dies Zeichen „k- Fakultät". 
Gleichung (4) liefert daraufhin. für k = 1, 2, . .., n: 

?*(*) = ^/™(*); 

für k = liefert (2) direkt g (x) = f(x). 

Durch Eintragung der für die g gewonnenen Ausdrücke in (2) 
folgt der 

Taylorsche Lehrsatz für ganze rationale Funktionen: Ist 
f(x) eine ganze rationale Funktion n ten Grades, so gilt für die Vermeh- 
rung des Argumentes x um die Zahl h die Gleichung: 

(5) f(x + h) = fix) + f'(x) £ + fix) !,+••• + PH*) £j- 

Dieser Satz ist der Umkehrung fähig: 

Lehrsatz: Gilt für die Funktion f(x) bei Vermehrung von x um 
einen „beliebigen" Betrag h die Gleichung (5) y so ist f(x) eine ganze 
rationale Funktion, deren Grad <^ n ist. 
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Setzt man nämlich in (5) x = und schreibt hernach x statt h, 
so folgt: 

f (x) = f(o) + f(P)^ + r (o)| + ... + r (n) (o> Jj- 

7. Der Taylorsohe Lehrsatz für beliebige Funktionen. 

Es sei .jetzt f(x) irgend eine unserer elementaren Funktionen, die 
in einem zu betrachtenden Intervalle, von x bis x x = x -fr Ä, die 
Grenzen eingeschlossen, samt ihren ersten n Ableitungen f (x), f" (#),..., 
fW (x) eindeutig und stetig ist. 

Man setze im Anschluß an (5), Nr. 6 : 

(1) B.=f(z+k)-f(z)-f{z)~ f"^)fi ^"-"(aO^z^jy 

Um die Bedeutung von jß n kennen zu lernen, falls f(x) nicht eine 
ganze Funktion eines Grades ^ n ist, tragen wir für h seinen Wert 
h = Xi — x ein und fassen B n bei festgehaltenem Werte von x 1 als 
Funktion von x auf: 



(2) 



Xx — X 



B n = CP(*) = fix,) - f(x) - /"(*) "^ 



2! ' w (n — 1)1 

Da qp (#) und <p' (a?) im Intervall von x bis 0?! eindeutig und stetig 
sind, so finden wir aus dem Mittelwertsatze (5), S. 59, wenn wir 
a = x y b = x L setzen: 

<p (*i> — »(*) = w (1 ^_T^-i y (« + »(*!- *)> 

Da zufolge (2) <p (#i) = ist, so gilt weiter: 
(3) . . g> (x) = - m( f_"^_ i y ' (x + »(x 1 - x)). 

Hier ist m als ganze Zahl > willkürlich wählbar; 4r bedeutet 
eine von m, x, x { abhängige und selbstverständlich durch die vorliegende 
Funktion f(x) bedingte Zähl des Intervalls < # < 1. 

Die in (3) rechts auftretende Ableitung 9' berechnet man aus (2) 
und findet, daß sich bei der Differentiation der rechten Seite von (2) 
alle Glieder bis auf eines fortheben: 

Setzen wir hier statt des Argumentes x den im Inneren des Inter- 
valls von x bis Xi gelegenen Wert x -\- ftfa — x) ein, so folgt: 

qp' (x + &(xi — #)) 



IL 3. Tbrvr-.i? fax «ratd liehen Bf-ihen. 

Dm Gkiehang ■ 3 reckact mtk «**»c3n» wm *uf : 

* — 1)!« 

n B K = ip (y) setze 
an der 

fc» * ersten jiöfeäMrtje» 
— ÄJ, die Grenzen ein- 

-r»Ä+™ 

: TT. + B - 



:r-a~ i, r~- Üe" Darstellung: 

■■--»*- „-»- 



■•#--.•» riÄ<tar isi und # etne «o» 
■■.-•.«. iTffmtim nickt näher bestimm- 



> as ■ nd für m = 1 eintreten- 
t> ru^lk>rigen Werte # mögen &-, 



- fr . — . 0<#i < 1, 

- *"- * ~ " t "L*i • ' • ° < *" < ll 

a .-^ Ktr-r. xfcä I.»eringe, die zweite nach 

•■_.i«S äii F*X -ö« Sr, 6 ein, da die n* 8 Ab- 

- -Äiatt #-■* ör»ä« li-Hstamt ist ond also 



_ . . v- - .- — ." u and seUe hernach für h 
i dee Taylorseben Lehr- 



Ff-ktion f(x) mit den n 
•m I«:*rrall von bis x, die 



(1) 



• < 
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fix) = ao) + f'(0) ff 4- f (0)fj + ••• 



Für das „Bestglied" R n merken wir insbesondere die beiden aus (I) 
und (II), Nr. 7, entspringenden Gestalten an: 



x n 



(I) . . . B n = f™(fr 1 x) — i 0<# a <l, 



w: 



(II). . • R n = f(n) ( & 2x) X J!SL *£J f 0<»,<1. 

(n — 1)! 



0. Die Beihen von Taylor und MaoLaurin. 

Die Funktion f(x) sei mit ihren sämtlichen Ableitungen im Inter- 
vall von x bis (x + h) eindeutig und stetig. Im Anschluß an (4) 
Nr. 7, bilde man die unendliche Reihe: 

h h* h* 

ei) . . f( X ) + f(x)^ + f"{x)j y + r (*) ^ + • • •• 

welche man als die „Taylor sehe Reihe " der Funktion f(x) bezeichnet. 

Es soll untersucht werden, ob diese Reihe konvergiert, und ob 
im Falle der Konvergenz der Summenwert derselben f(x + Ä) ist. 

Zu diesem Zwecke bilde man nach S. 54 die Summe S n der n 
ersten Glieder von (1) und hat zu fordern, daß die Werte S n für 
Um. n = oo der endlichen und eindeutig bestimmten Grenze S = f(x -\- h) 
zustreben. 

Aus (4), Nr. 7, ergibt sich aber S — S n = Bn* Di© gestellte Frage 
ist also stets und nur dann zu bejahen, wenn lim. B n — zutrifft. 

Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit ihren sämtlichen Ableitungen 
im Intervall von x bis (x -\- h), die Grenzen eingeschlossen, eindeutig 
und stetig, und erfüllt das in Nr. 7 dargestellte Restglied R n für die 
vorliegenden Werte x und h die Bedingung lim. B n = 0, so ist die auf 
der rechten Seite von: n=c0 

(2) f{x + h) = fix) + /"(*)£ + f"ix)j^ + f' (*) Jj + ••• 

stehende Taylor sehe Beihe konvergent und hat den links stehenden 
Summenwert f(x-\- h). 

Der Spezialfall der Nr. 8 liefert den besonderen 

Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit ihren sämtlichen Ableitungen 
im Intervall von bis x y die Grenzen eingeschlossen, eindeutig und stetig, 
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Die Gleichung (3) rechnet sich daraufhin um auf: 

(», — x) n (1 — #) 



<p {x) = fw (x + »(x 1 — x)) 



n — m 



(n — 1)1 m 

Nach der so durchgeführten Bestimmung von R n = <p (x) setze 
man wieder h für X\ — x. Aus (1) entspringt dann der 

Taylorsche Lehrsatz: Ist f(x) mit den n ersten -Ableitungen 
f'(x),..., fW(x) im Intervall von x bis (x -\- h), die Grenzen ein- 
geschlossen, eindeutig und stetig, so gut die Gleichung: 



(4) • 



f(x + Ä) = f{x) + f (*)£ + f (*)|j + - 

Für das sogenannte „Restglied" B n gilt die Darstellung: 
(5) . . Bn = fM(* + »k) ( l_ 1} ! m , 0<»<1, 

wo m als ganze Zahl > ö willkürlich wählbar ist und ft eine von 
m, n y x, h und der Funktion f abhängige, allgemein nicht näher bestimm- 
bare Zähl des Intervalls < #• < 1 ist. 

Besonders wichtig sind die für m = n und für m = 1 eintreten- 
den Gestalten des Restgliedes jß„. Die zugehörigen Werte # mögen ft x 
und fr? lauten: 

(I) . . B 1l = /W(aj + » 1 Ä)^ f 0<* 2 <1, 

(II). . JR„ = fW(x + »i» *"?,"!^" 1 » 0<*,<1. 

Die erste Gestalt von B n wird nach Lagrange, die zweite nach 
Cauchy benannt. 

Die Gestalt (I) schließt den Fall der Nr. 6 ein, da die n te Ab- 
leitung einer ganzen Funktion n ien Grades konstant ist und also 
fW(x + & x h) mit f™(x) gleich ist. 



8. Der MacLaurinsche Lehrsatz. 

Man trage in (4), Nr. 7, x = ein und setze hernach für h 
wieder x. Der hierbei eintretende Spezialfall des Taylor sehen Lehr- 
satzes heißt der 

MacLaurinsche Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit den n 
ersten Ableitungen f (x), f" (x), . . . , /* (w) (x) im Intervall von bis x, die 
Grenzen eingeschlossen, eindeutig und stetig, so gilt: 



(1) 
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m = no) + /"(o)^ + r^ + ... 



• < 



x n-l 



+ ^- 1 > «>>(^ri)T+* 



n« 



Für das „Bestglied" B n merken mr insbesondere die beiden aus (I) 
und (II), Nr. 7, entspringenden Gestalten an: 

(I) . . .B» = f<*H»i*)—i, 0<» 1 <l f 

nl 

(II). . ■ B n = f (n H*2x f n{l (n Z_ ffi"' » <♦,<!. 



0. Die Seihen von Taylor und MaoLaurin. 

Die Funktion fix) sei mit ihren sämtlichen Ableitungen im Inter- 
vall von x bis (x + h) eindeutig und stetig. Im Anschluß an (4) 
Nr. 7, bilde man die unendliche Reihe: 

(i) . . nx) + r (*>£ + f(*)ji + r (*)|5 +•••. 

welche man als die „Taylor sehe Reihe" der Funktion f(x) bezeichnet. 

Es soll untersucht werden, ob diese Reihe konvergiert, und ob 
im Falle der Konvergenz der Summen wert derselben f(x + h) ist. 

Zu diesem Zwecke bilde man nach S. 54 die Summe S n der n 
ersten Glieder von (1) und hat zu fordern, daß die Werte S n für 
Um. n = oo der endlichen und eindeutig bestimmten Grenze S = f(x -\- h) 
zustreben. 

Aus (4), Nr. 7, ergibt sich aber S — S» = B n - Die gestellte Frage 
ist also stets und nur dann zu bejahen, wenn lim. B n = zutrifft. 

Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit ihren sämtlichen Ableitungen 
im Intervall von x bis (x -\- h), die Grenzen eingeschlossen, eindeutig 
und stetig, und erfüllt das in Nr. 7 dargestellte Bestglied B n für die 
vorliegenden Werte x und h die Bedingung lim. B n = 0, so ist die auf 
der rechten Seite von: n==0 ° 

(2) f{x + h) = f(x)+ f (x) A + f" (*)£ + f" (*) £5 + • • • 

stehende Taylor sehe Beihe konvergent und hat den links stehenden 
Summenwert f(x-{- h). 

Der Spezialfall der Nr. 8 liefert den besonderen 

Lehrsatz: Ist die Funktion f(x) mit ihren sämtlichen Ableitungen 
im Intervall von bis #, die Grenzen eingeschlossen, eindeutig und stetig, 



64 II, 3. Theorie der unendlichen Beinen. 

und erfüllt das in Nr. 8 dargestellte Eestglied B n für den vorliegenden 
Wert x die Bedingung lim. B n = 0, so ist die rechter Hand in: 

n=co 

(3) f{x) = ao) + f (0) |j + f" (0) |? + f" (0) |^ + • • • 

stehende „Mac Laurinsche Beihe u konvergent und hat f(x) zum 
Summenwerte. 

In (3) ist der allgemeine Ansatz zur Potenzreihenentwickelung 
der Funktionen gewonnen (vgl. Nr. 4, S. 57). 

Benutzt man die Summe S n der n ersten Glieder der Reihe (3) als 
„Näherungswert" für f(x), so ist der absolute Betrag \f(x) — S n \ der 
Differenz zwischen dem genauen Werte f(x) und dem Näherungswerte 
S n nicht größer als der größte absolute Betrag, den der in (I) bzw. (II) 
Nr. 8 rechts stehende Ausdruck annimmt, wenn fr das ganze Intervall 
von bis 1 durchläuft. Das Restglied B n gestattet uns hiernach die 
Angabe einer Fehlergrenze, falls wir S n als Näherungswert der Funk- 
tion f(x) benutzen wollen. 

10. Reihenentwickelung der Exponentialfunktion. 

Ist f{x) die natürliche Exponentialfunktion e*, so ist auch /**> (x) ==6*. 
Die Exponentialfunktion ist mit ihren sämtlichen Ableitungen für alle 
endlichen Werte x eindeutig und stetig. 

Die Konvergenzbedingung lim. B n = werde für einen beliebigen, 



n=ao 



aber fest gewählten positiven oder negativen Wert x untersucht. Man 
setze zu diesem Zwecke n = l -f- m > indem man unter l eine feste, 
der Bedingung l ^> \ x | genügende ganze Zahl versteht , während für 
die ganze Zahl m die Vorschrift lim. m = oo gelte. 
Die Gestalt I, Nr. 8, des Restgliedes liefert: 

e* x -x l + m (e &x -rf\ xx x 

(i) B n _ ( j + m)! — \~7r7 • r+r ' r+i *" i + m 

X 1 

Bei dem rechts in Klammern stehenden Faktor ist yr nach Aus- 

wähl von X und l fest bestimmt und endlich; ferner gilt e^ x <[ 1 oder 

x 
<" e*. je nachdem x <^ oder x "> ist. Die Faktoren ; — ; — , 

J — l -\-' \ 

x 

< ' sind sämtlich absolut <C 1 und nähern sich mehr und mehr 



l + 2' 

der Grenze 0. Also ist lim.B n = 0. 



n = « 



Formel (3), Nr. 9, liefert somit den 

Lehrsatz: Die natürliche Exponentialfunktion e* läßt sich in die 
für alle endlichen Werte von x konvergente Potenzreihe entwickeln: 

/ rt \ -, , x . x * , xS x4t 

w ^1^1.2^1-2-3 ^1-2.3-4^ 



— H 
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Für x = 1 entspringt als unendliche Reihe für die Zähl e: 

(3) . . e = 1 + — + — H 1 h • • • 

v } ^1^1-2^1.2-3.1-2.3-4^ 

Da a* = et*' 10 !** ist, so folgt aus (2) als Potenzreihe für a x : 

(4) . a* = 1 + *' l0ga + <*-** g >' + (*-feg«)' ■ ... 
w " ^ 1! ^ 2! ^ 3! ^ 

11. Reihenentwickelungen der Funktionen sinx und cosx. 

Die Funktionen sin x und cos # sind mit ihren sämtlichen Ab- 
leitungen für alle endlichen Werte x eindeutig und stetig. 

Für das Eestglied schreiben wir genau nach der in Nr. 10 
befolgten Überlegung: 

/fto(bx)ri\ xx x 

XL«, Z^Z [ ■ ■ I — • — — — — • • • — — — — • 

\ U J l + 1 l -\- 2 l + m 
Da Iftoffix) | ^ 1 ist, so ergibt sich Um.R n = 0, wie in Nr. 10. 



n= oo 



Aus (3), Nr. 9, entspringt somit der 

Lehrsatz: Die Funktionen sinx und cosx lassen sich in die für 
alle endlichen Werte x konvergenten Potenzreihen entwickeln: 

x z x b x 7 x 9 

(i). . . «;„* = * __ + _-- + -_... 

X 2 X* X 6 x s 

(2). . . co S *=l--+--- + --..- 



12. Reihenentwickelungen der Funktionen sinhx und coshx. 
Aus Nr. 10 ergibt sich: 

X . X 2 X 3 X* 



1 ' 1-2 1-2-3 ' 1-2- 3-4 

als die für alle endlichen Werte x konvergente Reihendarstellung der 
Funktion er*. 

Gehen wir auf die in den beiden ersten Gleichungen (1), S. 28, 
gegebene Erklärung der Funktionen sinhx und coshx zurück, so ergibt 
sich der 

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen sinhx und coshx lassen 
sich in die für alle endlichen Werte x konvergenten Potenzreihen ent- 
wickeln: 

, X 3 X 6 , X 7 . X 9 , 

<*> SmhX = a; +3! + 5! + 7! + 9l + - 

W coshx = l + äl + Ü + 6! + 8! + "* 

Fr icke, Leitfaden. 5 
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Die Analogie dieser Entwickelangen zu denen von sin x und cos x 
ist unmittelbar ersichtlich. 



13. Reihenentwickelung der Funktion log (1 + x). 

Die Funktion f(x) = log (1 -f- x) ist nach S. 6 für alle endlichen, 
der Ungleichung x > — 1 genügenden Werte des Argumentes x ein- 
deutig und stetig. Dasselbe gilt von den Ableitungen: 

f « = rh' f " (x) = - irhp f " (x) = öt^' - 



(i) 



.. /»<•) = <— i>— ». g-qz-gi. — 



Wählt man demnach ein endliches x^> — 1, so ist f(x) im Inter- 
vall von bis x mit allen Ableitungen eindeutig und stetig. 

Für das. Restglied B n der Mac L aurin sehen Reihe liefert Nr. 8: 

m » — (~ 1 >"~ 1 ( * V 



(n) . . . . b 



/ — x + ftaS V 

" — V 1 + # a z ) 



' — x -+- & a x\ n — l X 

1 + # 2 a; 



Ist < a; < 1, so ist auch 0<a;<l + ^i #> sowie 

°<n^< 1; 

und also folgt aus (I) offenbar lim. B n = 0. 

n=oo 

Ist — 1 < a? < 0, so ist < — a? < 1, a? < — a? 2 und also: 
< — x (1 — # 2 ) = — x + ft 2 x < — x — # a a; 2 , 

< t . \ 2 < - s < 1. 

Jetzt ergibt sich sonach lim. B n = aus Formel (II). 

n=oo 

Lehrsatz: Die Funktion log (1 + #J ^^ Wcfc w* dem Intervall 
— 1 <i x <i -\- 1 in die konvergente Potenzreihe entwickeln: 

*~.\ •» x- i v *^ X . X X . 

(2) . . . Zo(/(l+a5) = r - - + --- + ... 

Daß die auf der rechten Seite in (2) stehende Reihe für \x\ ^> 1 
nicht konvergent ist, folgt mit Benutzung des zweiten Lehrsatzes in 
Nr. 3, S. 56, aus der für die Reihe (2) geltenden Gleichung: 

Mn + l n 

— x 



u n n | 1' 

denn dieser Quotient nähert sich für lim. n = oo der Grenze — x 
und ist somit für | x \ ^> 1 von einem bestimmten n an absolut > 1. 
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Zusatz: Für die Konvergenzgrenze x = — 1 ist die Reihe (2) 
divergent (vgl. 8. 54); für x = + 1 ist sie konvergent und liefert: 

(3). . . . J<v2=rl-I +I-i + ... 

Diese Konvergenz ergibt sich aus den beiden Schreibarten: 

o-j)+G--i)+a-ö+-- 

'-G-Ö-C-Ö-; 

der Reihe (3). Die erste zeigt nämlich, daß die Reihe entweder kon- 
vergent ist, oder daß lim. S n = <x> ist (Lehrsatz III, S. 55); die zweite 



n=oo 



zeigt, daß Sri <C 1 bleibt. 

14. Formeln zur Berechnung der Logarithmen. 
Ist x > — 1, so gilt: 

log(l + *)=-_ 5L + ... + (_ i)»-» 



1 2 ' ' x ' n — 1 



(- 1)"-* / g \» 



Man setze x = — , unter .N" eine ganze Zahl > verstanden. 



Es ergibt sich: 



(i) 



• < 



log(N + 1) = logN + 1 _ ^ + ... 

(- 1)»-» (- l)"- 1 / 1 \» 

"*" (n — l)^- 1 "^ n \N + #/ 



Vermöge dieser Formel kann man nach und nach die natürlichen 
Logarithmen der ganzen positiven Zahlen berechnen, indem man von 
log 1 = ausgeht. 

Läßt man in (1) das letzte Glied rechts fort, so ist der ge- 
wonnene „Näherungswert" von log(N + 1) zu klein oder zu groß, je 
nachdem n ungerade oder gerade ist; der gemachte Fehler ist absolut 
kleiner als der reziproke Wert von n*N n . 

Eine andere Formel, welche demselben Zwecke wie (1) dient, er- 
wähnen wir nur beiläufig und ohne Berechnung des Restgliedes: 

Liegt x zwischen — 1 und -\- 1 , so gilt dasselbe von — #, und 
also ist: 

X X 2 X 3 x* 

% (1 -_*) = _ ____-__-... 



5 



* 
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Durch Subtraktion dieser Formel von (2), Nr. 13 folgt: 

/M 7 /l + x\ _ (x , x s . x b , :r 7 , \ 

Setzt man hier x = , so ergibt sich: 



log(N 



+ d = %* + 2 (j^ + aj ; + ...) 



Betreffs des Übergangs von den natürlichen Logarithmen zu den 
Logarithmen eines anderen Systems sehe man S. 22 den Lehrsatz am 
Schlüsse "von Nr. 7. 

15. Die Binomialreihe. 

Man setze f(x) = (1 + x) m , wo m einen positiven oder nega- 

p 
tiven rationalen Bruch m = — , die ganzen Zahlen (q = 1) ein- 

geschlossen, bedeutet: 



(i) . . . />(*> = (i + xy = (i + xf = V(i + *)*. 

Es soll # > — 1 und also 1 + x > sein ; die q* Wurzel soll 
alsdann so ausgezogen werden, daß f(x) reell und positiv wird. Die 
derart für x ^> — 1 definierte Funktion ist mit ihren sämtlichen 
Ableitungen : 

(2) . . fW(x\ = m(m — 1) ... (m — w + 1) (1 + x) m ~ n 

für alle endlichen x > — 1 eindeutig und stetig. 
Für diese Funktion folgt aus (2): 

(3 ) jjj /*>(<>) = 1.2-8...H -\n)> 

wo rechts die in (2), S. 32 bei Gelegenheit des w ten Binomialkoeffizienten 
der m ten Potenz gebrauchte Abkürzung ( j für 

m(m — 1) ••• (m — n + 1) 
1 • 2 • •• n 

auch im Falle einer gebrochenen Zahl m gebraucht ist. 
Für das Restglied finden wir nach Nr. 8 : 



(I) . . E n = (^\ (1 + * x xT- »x\ 

(II) . . R n = n (™\ (1 + » 2 x)»-*aP(l 



*t) 



n — 1 
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Diesen Gleichungen geben wir die Gestalten: 

\mx (m—\)x (ro — n + l)s ] / 1 V~ m 
(I) ■ * Rn = [—'—2 n \\TT»Tx) ' 



(II-) 



. < 



\{m — \)x (m — 2)x (m — n + l)x~\ 

Bn = [ — I 2 JT^i — J 

.«.(i+^r-i^J^L)"- 1 . 



Für 0<a;< 1 benutze man (I a ). Hier ist 1 + & x x > 1, und 
also ist der letzte Faktor in (I a ) rechts f ür n > w kleiner als 1. In 
der großen Ellammer von (I*) treten mit wachsenden n mehr und mehr 
Faktoren hinzu , die sich für Um. n = oo der Grenze — # nähern, 
welche absolut <C I ist. Dieserhalb ergibt sich Ziw. J? n = aus (I a ). 



00 



Für < — x < 1 folgt — & 2 x < # 2 und — # 2 < ft 2 x. Man 

hat somit auch: 

< 1 — # 2 < 1 + & 2 x, 

so daß der letzte Faktor in (II a ) rechts kleiner als 1 ist. Für den Betrag 
von mx{\ 4" &2 x ) m ~~ 1 kann man bei gegebenen x und m den ver- 
schiedenen möglichen Werten d" 2 entsprechend leicht eine endliche obere 
Grenze angeben, während das Produkt in der großen Klammer für 
Um. n = oo der Grenze zustrebt. Auch jetzt gilt somit lim. R n = 0. 

n= oo 

Lehrsatz: Ist m irgend ein rationaler Bruch und liegt x im 
Intervall — 1 <ix < + 1, so gestattet die oben erklärte Funktion 
(1 + x) m die konvergente Entwickelung : 

(4) (1 +*)»=1 + (") X + (*)*» + (")*3 + ...; . 

diese .KeiT&e wird die „Binomialreihe" genannt 

Ist m eine positive ganze Zahl, so erscheint in (4) der binomische 
Lehrsatz wieder (vgl. S. 32). Ist m keine ganze positive Zahl, so schreibe 
man die gewonnene Reihe u -f~ u^ -\- • • • ; man hat : 

lim. ( ) = lim. ( — — — x) = — x. 

lc = <o \Wfc — 1/ fc — oo \ k / 

Ist somit \x\ ^> l y so divergiert die Reihe, da von einem bestimmten k 
an jedes Glied absolut größer als das voraufgehende ist. 

16. Methode der unbestimmten Koeffizienten. 

Die Funktion f(x) möge im Intervall — g < x < + 9 i n die. 
daselbst konvergente Potenzreihe: 

(1) . . . f(x) = a + a l x + a 2 x * + #3# 3 + •" 
entwickelbar sein. 
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Nach dem letzten Lehrsätze in Nr. 4, S. 58, hat man alsdann 

f'(x) = a x + 2a 2 x + 303a?* + 4a 4 a? 8 + •••, 
f"(x) = 2-1-a, + 3-2030? -|- 4-3-a 4 a? a -f •••, 
f'"(x) = 3-2-la 3 + 4-3.2a 4 s + •••, 



(2) 



• < 



wobei- die hier rechts auftretenden Reihen sämtlich wieder das Kon- 
vergenzintervall — g < x <C + g besitzen. 

Nimmt man in diesen Gleichungen x = 0, so folgt: 

(3) a = f(0)j a x = — — , a, = —^- , a 8 = , • • • 

Lehrsatz: Die Reihe (1) ist die Mac Laur irische Reihe der 
Funktion f(x), so daß außer dieser Reihe keine andere Potenzreihe der 
Gestalt (1) für f(x) existiert. 

Ist die Berechnung der a , fl^, a 2 , ... auf Grund der Regel (3) 
schwierig, so ist gelegentlich folgende Operationsweise erfolgreich: 
Man setzt die Potenzreihe von f(x) mit „unbestimmten Koeffizienten" , d. i. 
in der Form (1), an und sucht die Koeffizienten Oq, a lt a%> ... daraus zu 
bestimmen, daß der Ausdruck auf der rechten Seite von (1) die Eigen- 
schaften der Funktion f(x) besitzen muß. 

Zur Erläuterung dieser „Methode der unbestimmten Koeffizienten" 
diene erstlich die Funktion f{x) = arctgx, wobei der „Hauptwert* 4 
dieser Funktion gemeint ist. 

Aus letzterem Umstände folgt a = 0; denn der Hauptwert 
arctg(0) ist = (vgl S. 10). 

Weiter benutze man f(x) = (1 + x 2 )— 1 und ziehe aus Nr. 15: 

(4) . f(x) = (1 + x 2 )- 1 = 1 — x 2 + x* — x* + x* — • • - 

als eine im Intervall — 1 < x < -f- 1 konvergente Entwickelung. 
Der Vergleich von (4) mit der ersten Gleichung (2) liefert: 

a 1 = 1, 2 a 2 = 0, 3 03 = — 1, 4 a 4 = 0, 5 a b = 1 . . . 

Lehrsatz: Der Hauptwort der Funktion arctgx gestattet die im 
Intervall — 1 < x < -f- 1 konvergente Reihenentwickelung: 

# 3 . X b X 7 , x 9 

(5) . • arctgx = x — J + J — "7 + 9""" "" 

Auch an der Konvergenzgrenze x = 1 bleibt die Konvergenz 
bestehen 1 ); und da der Hauptwert arctg 1 = — ist, so ergibt sich: 

4 3^5* 7^9 11 ^ 



Siehe die an (3), S. 67 angeschlossene Betrachtung. 
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Für den Hauptwort f (x) = arc sin x ist gleichfalls a = 0. 

_ 1 

Andererseits hat man f{x) = (1 — x 2 ) a , so daß man aus Nr. 15: 

(6) . ./»(«):= l + I*t + I.I* + I. I..|»« + ... 

als eine im Intervall — 1 < x ■< + 1 konvergente Entwickelung 
entnimmt. 

Der Vergleich von (6) mit der ersten Gleichung (2) liefert die 
Werte von Ox, a 2 . . . nnd damit den 

Lehrsatz: Der Hauptwert der Funktion arc sin x gestattet die im 
Intervall — 1 < x < 1 konvergente Beihenentwickelung : 

,_ x . , 1 s 3 , 1 3 x* . 1 3 5 x 7 . 

( 7 ) arc sin x = x H • — 4- — • — • — -4- — • — • — • — ■+■ • • • 

Für 05 = — ergibt sich hieraus: 

6 — 2 + 2 ' 3-2 8 + 2 4*5. 2* + 2'4'6'7.2 7+ " 

17. Unbedingt und bedingt konvergente Beinen. 

Die folgende Entwickelung wird hier nur beiläufig gegeben und 
kommt weiterhin nicht zur Verwendung; sie bezieht sich auf Reihen, 
welche sowohl positive als auch negative Glieder in unendlicher Anzahl 
aufweisen. 

Erklärung: Eine konvergente Reihe u + u x + * + ••• dieser 
Art heißt stets und nur dann „absolut konvergent", wenn die zugehörige 
Reihe der absoluten Beträge: 

(1) Kl + |«.| + |*| + — 

konvergent ist. 

Absolut konvergent ist die Reihe 1 — — -f- — tt ~l~ 77; > 

hingegen gut dies nicht von der konvergenten Reihe 1 — + — 

2 o 

_! + !_.. . 

4^5 
Geht die Reihe u -\- u± -\- u 2 + • • • durch eine beliebige »Neu- 
anordnung u der Glieder in u'o -\- u[ -\- u* + ••• über, so wird jedes 
Glied Ui der ersten Reihe sich als ein Glied u\ der zweiten auffinden 
lassen und umgekehrt. 

Lehrsatz: Eine absolut konvergente Reihe des Summenwertes S 
behält auch nach einer beliebigen Neuanordnung der Glieder denselben 
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Summenwert S; sie wird deshalb als eine „unbedingt konvergente" Reihe 
bezeichnet. 

Zum Beweise streiche man aus (1) alle die Glieder, welche nega- 
tiven Gliedern Un der vorgelegten Reihe t* + 1*1 + ••• entsprechen, 
und möge so v -\- v x -f- v 2 -f- ••• als Bestandteil von (1) erhalten. 
Durch Streichung aller positiven Gliedern u n zugehörigen Glieder in (1) 
folge w 4" w \ 4" w 2 4" ' • • ft l B Bestandteil von (1). 

Unter den n ersten Gliedern u Q , %, . .., M n _i seien l positive und 
m negative enthalten. Setzt man alsdann: 

S'l = V + Vi + •- + Vi-u ffm = U>0 + *>l + '" + Mtn-1, 

lim. Sl = ff, Um. ff m = S", 

2 = qo tn = oo 

so sind die S\ ff' endliche und eindeutig bestimmte Zahlen (vgl. Lehr- 
satz IV, S. 55), und es gelten die Gleichungen: 

(2) S n = Si — S m , S = S — S . 

Da man mit lim. n = oo auch lim. I = oo und lim. m = oo hat, 
so kann man nach Auswahl einer beliebig kleinen Zahl d ^> den 
Index n so groß wählen, daß die Ungleichungen gelten: 

(3) . . . < ff — ff x < ö, < ff' — ff m < 6\ 

Für die Neuanordnung Wo + wi + u% + • • * definieren wir ent- 
sprechende Reihen v + v 'i ~\~ v 2 + • • • und w' -{- w\ -{- w'* -\- - • - 
und benutzen für die Summen von Anfangsgliedern das Zeichen £ an 
Stelle von S. Kommen somit unter den n' ersten Gliedern der Neu- 
anordnung V positive und m! negative vor, so ist £ n f = E'v — ^m'« 

Nun wähle man n' so groß, daß alle Glieder von S n sich auch in 
2J n r finden. Dann ist auch £{> ^ Si und 2J mf ^ ff m ] und da überdies 
U'v <C S'i £m f <C S" gilt (vgl. den Beweis zum Lehrsatz III, S. 55), so 
folgt vermöge (3): 

(4) . . . < ff — E' v < Ä, < ff' — Z m , < d. 
Durch Subtraktion folgt weiter: 

_ $ < (ff - s") - (ir P - z m .) < d, 

- <J < 8 - 2v < 6\ 

so daß fo'm. 27 w » = S ist, w. z. b. w. 

n' = oo 

Lehrsatz: .Ebne konvergente, jedoch nicht absolut konvergente 
Reihe läßt sich in eine solche Neuanordnung bringen , daß der Summen- 
wert eine beliebig gewählte positive oder negative Zähl S ist; eine solche 
Reihe heißt dieserhalb „bedingt konvergent". 

In diesem Falle sind die beiden wie oben zu erklärenden Reihen 
v o + v \ 4" ' • ' un ^ w -\- w x -f- • • • divergent; denn wären sie beide 
konvergent, so wäre auch die Reihe (1) konvergent; wäre aber eine 
von ihnen konvergent, die andere divergent, so könnte S n = S'i — ff m 
für lim. n = cd nicht endlich sein. 
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Es sei nun etwa die willkürlich gewählte Zahl S > 0. Man sum- 
miere dann erstlich so viele Glieder der divergenten Reihe v + t> x -f- • • •, 
daß: 

00 + «>1 + ' ' * + Vn x > 8 

ist, während die um v ni verminderte linke Seite dieser Ungleichung 
noch nicht > S ist. Demnächst reihe man die ersten negativen Glieder 
— Wq, — w Xi ... an und bestimme den Index m x so, daß: 

«>o + *i + • • • + V — Wo —w x — • • • — tv mi < S 

ist, während das von seinem letzten Gliede — w mi befreite links stehende 
Aggregat noch nicht < S ist. 

Jetzt folgt die Anreihung von v ni +i> ^nx+2» ...» #n 2 » und zwar 
so, daß: 

(5) v + ••• + v ni — w — ••• — w mi + v ni+ i + ••• -f t^, 

aber noch nicht die um ihr letztes Glied v^ verminderte Summe (5), den 
Betrag S übertrifft. Ein solcher endlicher Index n 2 läßt sich auf- 
finden, da die Reihe v -j- v 1 + ••• auch nach Fortnahme der (n x -f- 1) 
ersten Glieder divergent bleibt (Lehrsatz II, S. 55). 

Bei diesem Prozesse ist die Differenz zwischen S und einer gerade 
hergestellten endlichen Summe absolut nie größer als der Betrag des 
letzten Gliedes jener Summe. Da aber wegen der Konvergenz der Reihe 
u -\- u x H — • nach Lehrsatz I, S. 55, die Gleichung lim. \u n \ = gilt, 

n = oo 

so haben die fraglichen Summen bei unbegrenzt wachsender Gliederzahl 
in der Tat die Zahl S als Grenzwert. 



Viertes Kapitel. 

Bestimmung der unter den Gestalten £, ^, . . . sich dar- 
bietenden Funktionswerte. 



1. Die unbestimmte Gestalt f • 

Ist eine elementare Funktion in der Gestalt f(x) = -jy4 gegeben, 

und werden für den endlichen Wert x == a Zähler und Nenner eu 
gleicher Zeit gleich 0, tp(a) = 0, ty{a) = 0, so bietet sich f(a) in der 
Gestalt § dar, mit welcher man zunächst keinen bestimmten Sinn oder 
Zahlenwert verknüpfen kann. 

Um gleichwohl von einem Funktions werte f(a) sprechen zu können, 
gibt man folgende 
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Erklärung: Jis „wahren Wert u f(a) der Funktion f(x) für 
x = a bezeichnet man den Grenzwert: 

(1) f{a) = lvm.f{x) = lim. (j§|Y 

sofern ein solcher Grenzwert überhaupt existiert. 

Sind 9(0;) und i>(x) in der „Umgebung" von x = a stetig, und 
gilt dasselbe von (p'(x) und i>\x), so dient der Mittelwertsatz (4), 
S. 59, zur Bestimmung von f{a). 

Um diesen Satz anwenden zu können, wähle man die Stelle b in 
der Umgebung von a so aus, daß 4>'(x) im „Inneren" des Intervalls von 
a bis b nicht verschwindet. Es hat dies bei den für uns in Betracht 
kommenden Fällen keine Schwierigkeit. 

Jetzt wähle man x zwischen a und b und wende den Mittelwert- 
satz auf das Intervall von a bis x an. Da <p (a) = und ip (a) = 
gilt, so folgt aus (4), S. 59: 

« • ■ • 5i=$& *—+•«■-* 

Für lim. x = a wird auch lim. x x = a; und also folgt der 

Lehrsatz: Nähern sich die Funktionen <p(x) und ty(x) für 
lim. x = a zugleich der Grenze 0, so gilt die Gleichung: 

Sollten auch (p'(x) und i>'(x) für x = a zugleich verschwinden, 
so haben wir die bisher über (p f (x) und ip'(x) gemachten Voraus- 
setzungen auf (p"(x) und ip"(x) auszudehnen. Durch die erneute An- 
wendung der Kegel (3) werden wir alsdann: 

finden und nötigenfalls die gleiche Schlußweise noch öfter wiederholen. 

Lehrsatz. Werden Zähler und Nenner, <p(x) und il>(x), von 
f(x) samt ihren (n — 1) erden Ableitungen zugleich zu ö, falls x = a 
wird, während (p( n )(a) und il>( n) (a) wenigstens nicht beide gleich sind, 
so gilt die Gleichung: 

(5) f(a) = lim .(^) = ^\ 

Beispiele sind: 

7*w (***\ _ (cosx\ _ 
lim. 1 ) = dm. 1 — - — 1 = 1, 

*=o \ % J x=o \ 1 / 

lim. ( — : ) = lim. ( ) = 2, 

x = o\ stnx J * = o\ cosx / 

deren erstes die Formel (1), S. 23, bestätigt 
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2. Die unbestimmte Gestalt §-• 

Erklärung: Hat die Funktion f(x) dieselbe Gestalt wie in 
Nr. i, und werden Zähler und Nenner von f(x) für x = a beide un- 
endlich groß, <p(a) = oo, i\>(a) — a>, so versteht man unter dem 
„wahren Werte" f(a) der Funktion f(x) für das Argument x = a die 
Grenze lim. f(x), sofern eine solche existiert: 



x = a 



f(a) = lim.f(x) = lim. (%^) 



Das Unendlichwerden der Funktionen (p (x) und 4> (x) für x = a 
soll dabei ein solches sein, daß die Funktionen: 

(i) 9>iC*0 = :i7rr> *i(*) = 



<p(x)' riw +&) 

sich stetig der Grenze annähern, falls sich x stetig dem Werte a 
nähert. 

Die in (1) eingeführten Funktionen liefern: 

(2) f(x) = p^-^ 

Da die letzte Form der Funktion f(x) für x = a die unbestimmte 
Gestalt § annimmt, so kommen wir auf den in Nr. 1 behandelten Fall 
zurück. Man findet: 

lim /*iW\ = lim /»i (*)\ = Zim /yWV ^ /^'(*)\ 

« = ä Wl (*)/ x = 'a\(Pl(z)J x='a\ll>(x)J x = a\<p'(x)J' 

r i 2 /*/>' (»)\ 

(3) . . . ?im. /*(#) = lim. fix) • 7t'w. ( ., x ) • 

* = « U = a J * = a\9( Ä )/ 

Ist Ztm. /*(#) von verschieden und endlich, so folgt aus (3): 

x = a 

Ist h'm. /*(#) = 0, so darf man Formel (4) auf die Funktion: 



x = a 



anwenden und findet auf diese Weise: 

(6) . . 1 + lim. f(x) = lim. ^\ = 1 -f lim. %^ß\, 

x = a x = a4>(x) x = aty'(x) 

so daß die Formel (4) bestehen bleibt. 

Auch für lim. f(x) = cc ist Formel (4) richtig, wie man durch 

x = a 

Vermittelung der Funktion h(x) = 1 : f(x), für welche Formel (4) 
bewiesen ist, zeigt. 
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00 



Auf dieselbe Art, wie in Nr. 1, ergibt sich nunmehr der 

Lehrsatz: Werden, Zähler und Nenner, <p(x) und ty(x), von 
f(x) samt ihren (n — 1) ersten Ableitungen zugleich unendlich groß, 
falls x = a wird, während (p( n) (a) und il>( n) (a) wenigstens nicht beide oo 
sind, so gilt die Gleichung: 

(7) m ~iT:\W))-W(A 9 

3. Berücksichtigung des Wertes x = oo . 

Tritt an Stelle des endlichen Wertes x = a der Wert oo, und 

<p(x) 
erscheint f(x) = für lim.x= -\- oo unter einer der unbestimmten 

W\x) 

Gestalten $ oder §-, so zeigt sich, daß für die Bestimmung des wahren 

Wertes lim.f(x) die in Nr. 1 bzw. 2 gewonnenen Kegeln erhalten bleiben. 

*= + OD 

Setzt man nämlich y = x~~\ so wird für lim. x = -\- oo die 
Variabele y als positive Größe gegen die Grenze abnehmen. 
Man schreibe demnach: 

(1) . <p(x) = y(--\ = tp^y), 1> ix) = tl> (- j = * x (y) 

und untersuche <p x (y) : ^ (y) für lim. y = 0. 

Die bisherige Entwickelung ergibt daraufhin für lim. f(x): 

X = + 00 

(2) . . lim. (9im = um. (5m = Um . (<M)\ § 

wie man durch Division der ersten der beiden Gleichungen: 

<Pi (y) — — & ty' (x), *i(y) = — x*1>'(x) 
durch die zweite zeigt. 

Der letzte in (2) gegebene Ausdruck für lim. f{x) liefert den 

X = + 00 

Lehrsatz: Nimmt f(x) für x = + oo die unbestimmte Gestalt l 
oder *§- an, so bleiben für die Bestimmung des „wahren Wertes u 
f(-\- vo) = lim. f(x) die in Nr. 1 und 2 für endliches a gewonnenen 

X = + 00 

Regeln erhalten. 

Diesen Satz wird man auf den Fall lim. x = — oo sofort über- 
tragen. 



4. Die unbestimmten Gestalten 0-oo, oo — oo, 0°, oo°, 1 



00 



Erklärung: Nimmt die Funktion f(x) für x = a eine der fol- 
genden fünf unbestimmten Gestalten 0-oc, oo — oo, 0°, oo°, i 00 an, so 
erklärt man als „wahren Wert" f(a) der Funktion f(x) fürx = a stets 
wieder den Grenzwert lim, f(x), sofern ein solcher existiert. 



x=z a 
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Die Berechnung dieses wahren Wertes f(a) der Funktion gelingt 
in allen fünf Fällen durch Zurückfuhrung auf eine der in Nr. 1 und 2 
behandelten Gestalten. 

I. Ist f(x) = <p(x) • ^(ff), und wird der erste Faktor für 
Um. x = a gleich 0, der zweite gleich oo, so setze man entweder 

(1) . . . . *l>i(x) = TT^\ 0( * er <Pi( x ) = 



Hieraus entspringt für f(x) entweder die Gestalt: 

(2) . . . . m = £@ oder m = ±&- 

^(x) <p t (x) 

Für x = a tritt dann entsprechend entweder § oder ~- ein. 

IL Ist f(x) = <p(x) — 1>(x) t und werden Minuend und Sub- 
trahend für x = a gleichzeitig unendlich, so benutze man die in (1) 
erklärten Funktionen q> x (#), ^1 (x) und schreibe daraufhin : 

(3) f(x) — _J L_ _ *(•) — ?i(«) 

In dieser Form erscheint f(x) für x = a in der Gestalt §. 

III. Nimmt die Funktion f(x) = [<p(x)]VW f ür äj = a eine der 
Gestalten 0°, oo°, 1" an, so setze man: 

(4) . .log(p(x) = (p l (x\ logf(x) = F(x), f (z) = **<*>. 

Die so definierte Funktion: 
(5) F(x) = log fix) = i\)(x) • <p x (x) 

erscheint in allen drei Fällen für x = a in der Gestalt • 00 , so daß 
man F(a) und daraufhin f(a) = e F ^ nach der in I angegebenen 
Regel finden kann. 

Beispiel Die Funktion f(x) = (1 + x) x nimmt für x = die 
Gestalt l 00 an. Hier ist: 

(6) Um. F(x) = Um. ( l ° 9 (1 + ** \ = Um. (Vi—) = 1; 

und also ergibt sich f(0) = e'W = e 1 = e in Übereinstimmung 
mit (8), S. 15. 

5. Gebrauch der Potenzreihen. Unendlichwerden von 

e* und logx. 

In einigen Fällen macht man mit Vorteil von Potenzreihen Gebrauch, 
um den wahren Wert einer Funktion an einer solchen Stelle zu be- 
stimmen, wo sie eine der besprochenen unbestimmten Gestalten an- 
nimmt. 
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Es soll dies an der Aufgabe erläutert werden, den wahren Wert 
der Funktion f(x) = — mit ganzzahligem n ^> 1 für a? = -|- oo, wo 

X 

die Gestalt §§• vorliegt, zu bestimmen. 

Nach (2), S. 64 gilt für jedes endliche x > : 

M+1 #-»1 + 2 
+ " h h •'• + 

1! 2! 

' ' f ■ x x : 



1 f x 

+ n~l[ l + w+l + (n + 1) (n -f 2) 



1 


c- 1 


(n 


-1)! 


+ 


• • • 1 • 

J' 



denn die a. a. 0. aufgestellte Potenzreihe für die natürliche Exponential- 
funktion konvergiert für jeden endlichen Wert x. 

Da in (1) rechts sowohl vor als in der Klammer lauter positive 
Glieder stehen, so gilt: 

£ > I d . _f_\ 

und also findet man: 

(2) .Ä©^ 

als den gesuchten wahren Wert der vorgelegten Funktion bei x = + oo. 

/0"+ x \ 

Da man ftro. ( ) = oo hat , so wird x n für x = oo um so 

x=»\ x n ) 

stärker unendlich, je größer der positive Exponent n ist. 

Da aber die Gleichung (2) für jedes positive ganzzahlige n gilt, so 
entspringt der 

Lehrsatz: Bas Unendlichwerden der Exponentialfunktion e* für 
x = -\- oo ist stärker als dasjenige irgend einer Potenz x n mit endlichem 
positiven ganzzahligen Exponenten n. 

Man kann diesen Lehrsatz auch in eine die Funktion logx be- 
treffende Gestalt umkleiden. Zu diesem Zwecke rechnen wir die 
Gleichung (2) in folgende Gestalt um: 




und setzen alsdann e* = x 1 und also x = log x x ; es folgt bei Fort- 
lassung des Index 1: 

(3) Um .(l£^\ = o. 

\X n J 

Offenbar wird x n für lim. x = oo um so schwächer unendlich, je 
größer n gewählt wird. Gleichwohl besteht der 

Lehrsatz: Das Unendlichwerden des Logarithmus log x für 

x = oo ist schwächer als dasjenige der Potenz # n , wie groß man auch 
die positive ganze Zahl n wählen mag. 
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Setzt man # = — in (3) ein, so wird: 

x x 

logx i 



x 



n 



und es wird sich a^ als positive Größe dem Werte nähern, falls 
Um. x = + oo sein soll. Lassen wir den Index 1 wieder fort, so folgt: 

(4) lim. \x n ' logx) = 

j_ 

als wahrer Wert der Funktion x n -logx für x = 0, wo die unbestimmte 

Gestalt • oo vorliegt 

j_ 

Für ein ohne Ende abnehmendes x wird übrigens x n um so 
schwächer oder langsamer unendlich Mein, je größer die positive gange 
Zahl n ist. 

Gleichung (4) liefert aber für das Verhalten von logx bei unendlich 
klein werdendem x folgenden 

Lehrsatz: Das Unendlichwerden von logx für x = ist so 

schwach, daß das Produkt von logx und der Potenz x n , wie groß auch 
die positive ganze Zahl n gewählt sein mag, für lim. x = die 
Grenze hat. 



Dritter Abschnitt. 

Grundlagen und Anwendungen der 

Integralrechnung. 



Erstes Kapitel. 

Begriffe des unbestimmten und des bestimmten Integrals 

nebst geometrischen Anwendungen. 



1. Begriff des unbestimmten Integrals. 

Erklärung: Die Fundamental aufgäbe der Integralrechnung lautet: 
Gegeben ist die Funktion (p(x); man soll eine solche Funktion f(x) an- 
geben, deren Ableitung f'(x) mit (p(x) identisch ist. 

Die Auflösung dieser Aufgabe ist die zur Differentiation von f(x) 
inverse Operation. 

Von der gesuchten Funktion f(x) ist unmittelbar das zu dx 
gehörende Differential df(x) = <jp (x) • dx gegeben. Man kleidet dem- 
nach die genannte Fundamentalaufgabe auch in die 

Erklärung: Aus dem in der Gestalt q>(x)dx gegebenen Diffe- 
rential df(x) soll die Funktion f(x) selbst hergestellt werden. Diesen 
Übergang bezeichnet man als „Integration" des Differentials df(x) 
= (p(x)dx, und das Eesultat dieser Operation, d. i. f(x), heißt „Inte- 
gral" des Differentials df(x) = <p(x)dx oder kurz „Integral von 
q> (x) d x u . 

Um durch eine Formel auszudrücken, daß die Integration von 
<p(x)dx auf f(x) führt, schreibt man: 

(1) f(x)= I (p{x)dx. 

Erklärung: Man hat hiernach das Zeichen I als „Integral 

von" zu lesen; und die Formel (1) bringt nichts anderes zum Aus- 
druck, als daß das Differential df(x) = (p(x)dx oder die Ableitung 
f(x) = <p (x) sei: 
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Weiter unten wird gezeigt , daß es für jedes mit einer elementaren 
Funktion q>(x) gebildete Differential <p(x)dx ein Integral f(x) gibt. 

Ist neben f(x) auch g(x) ein Integral von <p(x)dx, so haben f(x) 
und g(x) gleiche Ableitungen; und also ist für die Funktion F(x) 
= ffl x ) — f( x ) ^ e Ableitung F' (x) beständig gleich 0. 

Die Funktion F (x) hat somit für alle x den gleichen Wert, sie ist 
eine Konstante G (man wende z. B. den Mittelwertsatz (5), S. 59, auf 
F{x) an). Es muß sich also g(x) in der Gestalt f(x) -f- C darstellen 
lassen. 

Nun hat andererseits die Funktion \f(x) -(- C] bei willkürlich ge- 
wähltem C dieselbe Ableitung wie f(x)\ also folgt der 

Lehrsatz: Bas Integral eines gegebenen Differentials (p(x)dx 
ist nur bis auf eine willkürlich wählbare additive Konstante C eindeutig 
bestimmt, d. h. mit f(x) ist stets auch f(x) -\- G Integral von q)(x)dx. 

G heißt die „Integrationskonstante" ; bleibt der Wert von (/un- 
bestimmt, so spricht man von einem „unbestimmten Integral". 



2. Unmittelbare Integration einiger Differentiale. 

Soll ein gegebenes Differential (p (x)dx integriert werden , so ist 
man zunächst darauf angewiesen, in den Formeln der Differential- 
rechnung nach einer Funktion f(x) zu suchen, für welche f(x) 
= <p (x) wird. 

Indem man die einfachsten von S. 21 ff. her bekannten Differen- 
tialformeln : 

df(x) = (p(x)dx in f(x) = I <p(x)dx, 



d. h. in die entsprechenden Integralformeln umschreibt, ergibt sich 
folgendes erste Formelsystem: 

(1) x m dx = — — (falls m < — 1 gut), 

J m-j-l ^ 



(2) 



<*) 



f d x C 

— = logx, (3) edx = & % 

I cosxdx = sinx, (5) I sinxdx = — cosx. 



(8) 



[ dx .„. C dx , 

I — r- = tgx, (7) -r-r- = — ctgx, 

J cos 2 x * J sm 2 x * 

f dx . f dx 

I , = arcsinx, (9) I — - — . = arctgx. 

J Vi —x 2 J 1 + ^ 2 



Der Kürze halber sind hier überall die Integrationskonstanten G 
ausgelassen. 

Fricke, Leitfaden. q 
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3. Zwei Hilfssätze zur Integration der Differentiale. 

Gelten die beiden Formeln: 

(1) . . . df(x) = f(x)dx und dg(x) = g' (x)dx, 
so liefert der erste Lehrsatz in Nr. 5, S. 20: 

(2) . . . . d[f(x)±g(x)] = [f'(x)±g'(x)]dx. 

Setzt man nun f (x) = <jp (#), g' (x) = ty (#)» so folgt aus (1): 

(3) . . . f{x) — I (p(x)dx, g(x) = j 4>(x)dx, 
und die zu (2) gehörende Integralformel: 

(4) . . . . [[<p(x)±1>(x)]dx = f(x)±g(x) 
liefert vermöge der Gleichungen (3): 

(I) . . I [<p(x) ± ttf(x)]dx = I q)(x)dx + \tl>(x)dx. 

Lehrsatz: Eine Summe oder Differenz wird integriert, indem 
man jedes Glied integriert und die entspringenden Integrale addiert bzw. 
subtrahiert. 

Ist fix) = q>(x), so liefert Formel (4), S. 20: 

(5) .... d [a f(x)] = af (x)dx = a<p(x)dx. 
Die zugehörige Integralformel: 

(6) \atp(x)dx=:a-f(x) 

j 

liefert, da zufolge f (x) = <p ix) : 

f(x) = I <p(x)dx 
gilt, das Resultat: 

(II) \a<p(x)dx = a\q)(x)dx. 

Lehrsatz: Ein konstanter Faktor des zu integrierenden Diffe- 
rentials darf vor das Integralzeichen gesetzt werden. 

Beispiele zu Nr. 2 und Nr. 3 sind: 

x^ x^ 
(a -\-a 1 x + a2X 2 -\ \- a n x n )dx = C + «o# + a i ~z + a 2"^+ ••• 

x n+l 

+ a n 



i 



n + 1' 



K2x 8 = -f , ) dx = C + V 2 £ 4 — 14 fx + 3arcsinx. 

\x \l—x*/ J 
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4. Integration durch Substitution einer neuen Variabelen. 

Erklärung: In vielen Fällen gelingt die Integration von q>(x)dx 
durch Einführung einer neuen Variabelen z vermöge der Gleichungen : 

(1) x = il>(z), dx = 1>'(z)dz. 

Man findet: 



(2) 



. . <p(a?)d# = <p[1>(*)] • ty' (z)dz = 0{z)dz. 



Kann man das letzte Integral als Funktion F(z) angeben, so liefert 
endlich die Wiedereinführung von x das gesuchte Integral: 



(3) 



. . . I <p(x)dx = \&(z)dz = F(z) = f(x). 



Man spricht in diesem Falle von einer Ausfuhrung der Integration 
durch „Substitution einer neuen Variabelen u . 

Führt man z. B. in I sin (a + bx)dx die Variabele z vermöge 

a -J- bx = z % b dx = dz ein, so ergibt sich: 

/j\ C • / i l w * f - a cosz cos(a + bx) 
(4) I sin (a -\- b x) d x = — I stn z d z = — = 

Bei den folgenden Beispielen ist immer die zur Berechnung des 
Integrals geeignete Substitution in Klammern angegeben: 

f dx 
< 5 ) I ^JT a ~ l ° g ^ X "*" **' [x + a = 4 

(6) cos (5 + 7x)dx = l /rjsin{h -f- 7 x\ [5 + 7a? = *], 
(7) 



I e* x dx = j e** t \kx = z\ 

C dx 1 fx\ r 1 

I -r— : — - = — arc t g ( — ) , \x = az\ 

J a* + x 2 a \aj L J 

I . = arcsini — ), [x = a z\ 

J y a a — x* W 

j^F^-2 = Vi % («' + * 2 )> l> 2 + * a = 4 

I tgxdx = — logcosx, [cosx = z\ 



(8) 



(9) 



(10) 



(11) 



6* 
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Beim Beweise der letzten Formel benutze man die Gleichung: 

. '(7) *(t) 



dx 
sinx 



•*(!)-. (|) •(*) -© </(f) 



5. Methode der partiellen Integration. 

Aus Formel (2), S. 25 ergibt sich: 

(1) . . d [<p (x) X (»)] = 9 0*0 Z'(«) <*s + 9>'(s) % (*) <*s, 

(2) . . 9(a)z(*)=U(*)-^<** + \-^f^x(x)dx. 

Schreibt man in (2): 

d T (x) f 

, = *l>(x) un( * also %(x) = ib(x)dx, 
dx J 

so folgt: 

(3) [9 (»)*(*)** = 9?(a:) | ^(a;)c?rc — | \^r^ j i>(x)dx\ dx. 

Erklärung: Die in dieser Formel enthaltene Hegel zur Berech- 
nung von I (p(x)tp(x)dx heißt Methode der „partiellen Integration". 

Die partielle Integration verwendet man vielfach mit Vorteil bei 
der Integration gegebener Differentiale; Beispiele sind: 



I. 



(4) 



II. 



(5) 



III. 



(6) 



log xdx, <p(x) = logXy il>(x) = 1, 

logxdx = logx 1 dx — I — 1 dx\ dx, 

log xdx = x log x — x. 

x sin xdx, q)(x) = x, ty(x) = sinx, 

x sin xdx = x I sin x dx — I I sin x dx \d 

x sin xdx = — xcosx + sinx. 



arc tg xdx, q)(x) = arctgx, ty(x) = 1, 



x. 



arc 



tgxdx = arctgx I dx — I hr^j— 2 ^# ^#» 



arc tg xdx = x arctgx — 1 / 2 log (1 + x 2 ). 
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6. Begriff des bestimmten Integrals. 

Es sei y — <f (x) eise elementare Funktion, welche in dem Inter- 
vall h^j^Ii (unter a und b endliche Werte verstanden) eindeutig 
und stetig ist. 

Der Einfachheit halber sei zunächst angenommen, daß q>(x) im 
ganzen Intervall positiv und mit z gleichändrig ist. 

Das über dem Intervall gelegene Stück rjlr i:i 

der Kurve y = f>{x), sowie die zu x = o 
und x = b gehörenden Ordinalen sind in 
Fig. 43 durch starkes Ausziehen hervor- 
gehoben. Es möge das von der Kurve, 
den genannten beiden Ordinaten und 
der x-Achse begrenzte Flächenstftck den 
Inhalt J haben. 

Zur angenäherten Berechnung von J 
teilen wir die zwischen a und b gelegene 

Strecke der K-Acbse in n Teile, die zwar nicht notwendig, aber zweck- 
mäßig einander gleich gewählt werden. Der einzelne Teil habe die 
Länge dx, so daß man 6 — o = n ■ dx hat. 

Indem auch noch in den (■«■ — 1) Teilpunkten die Ordinaten 
<p(a -+• 4$), m {a + 24x), ..., <p [a -{- (» — l)4x] errichtet werden, 
zerfällt die fragliche Fläche in n Streifen. 

Vom einzelnen dieser n Streifen wolle man nunmehr das in der 
Fig. 43 jeweils schraffierte Rechteck abschneiden, indem man durch 
den Endpunkt der linken Ordinate eine Parallele zur x- Achse zieht 

Der Gesamtinhalt ,./„ der n Rechtecke ist: 

(1) J n = <p{a)4x + <p(a -f dx)d* + ■ •• + 9>[a + (« — l)4x]4x. 

Je größer man die Anzahl n wählt, um so mehr wird sich der 
Wert J„ der eben gebildeten Summe dem zu berechnenden Flächen- 
inhalte J annähern. In der Tat gilt die Gleichung: 

(2) lim.\ip(a)4x + ip(a + 4x)4x + - + ?[a + (n~ l)4x\4x\ = J. 

Zum Beweise vergrößere man den einzelnen der n Streifen (wie 
Fig. 43 andeutet) dadurch zu einem Rechteck, daß man durch den 
Endpunkt der rechten Ordinate eine Parallele zur x- Achse zieht. Der 
Gesamtinhalt J' n der so entspringenden n Rechtecke ist: 

(3) f„ = V (a + Jx)4x + <p(a + 2Jx)4x 4- ■•• + <p(b)4x. 
Aue Fig. 43, sowie aus (1) und (3) folgt aber: 

(4) . . J„</<j;, Ä — J,= [m(ft) — 9>(«>]<**i 
also ist Km. J'„ == Jim. J„ = J, da Um. dx = ist. 
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Die Formel (2) gilt auch dann noch, wenn <jp (x) im Intervall nicht 
oder nicht stets mit x gleichändrig ist , sowie wenn (p (x) nicht oder 

Fig. 44. nicht immer positiv ist. Es ist 

nur nötig zu verabreden, daß, falls 
die Kurve ganz oder teilweise unter- 
halb der X' Achse verläuft, die In- 
halte der hierselbst zwischen Kurve 
und X- Achse gelegenen Flächenstücke 
negativ in Rechnung gestellt werden. 
So ist J im Falle der Fig. 44 die Summe der Inhalte der Stücke I 
und III, vermindert um den Inhalt des Flächenstückes IL 

Für lim. n = oo wächst die Gliederanzahl der in (1) definierten 
Summe ins Unendliche, und jedes einzelne Glied wird zu einem Diffe- 
rential <p(x) • dx. Vollziehen wir den fraglichen Grenzübergang, 
Um. n = oo, an der in (1) rechts stehenden Summe, so bedienen wir 
uns des abkürzenden Symbols: 

lim. {(p(a)4x+ <p(a + dx)dx*\ 1- <p\a-\- (n — V)Ax\dx\ 




(5) 



n = oo 



-j. 



(x)dx, 



so daß hier das Zeichen I in einer zunächst neuen Bedeutung, nämlich 

als Summenzeichen, verwendet wird. 

Lehrsatz: Die Summe (1), deren Glieder für unendlich wachsende 

Gliederanzahl n zu Differentialen werden , nähert sich für lim. n = oo 

b 

der durch das Symbol I tp (x) d x bezeichneten Grenze, welche den end- 



et 



Ö 



liehen und bestimmten Wert J hat. Der Ausdruck I (p(x)dx wird als 

a 

„bestimmtes Integral" von (p(x) oder von q>(x)dx benannt; a und b 
sind die „untere" und „obere Grenze" des Integrals, das Intervall der 
Zahlenlinie von a bis b heißt das „Integr-ationsintervaW des in Rede 
stehenden bestimmten Integrals. 

Es ist nötig, daß man sich die Entstehung des bestimmten Inte- 
grals auch ohne die durch Fig. 43 eingeleitete geometrische Deutung 
klar macht: Man hat das Intervall der unabhängigen Variäbelen x von 
a bis b in unendlich Meinen Schritten dx zurückzulegen und für den 
einzelnen solchen an der Stelle x vollzogenen Schritt das Differential 
q)(x)dx zu berechnen; die Summe aller dieser Differentiale (p(x)dx ist 

b 

das bestimmte Integral I q> (x) d x. 

a 



Erklärung and Berechnung der bestimmten Integrale. 
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7. Zusammenhang zwischen den bestimmten und den 

unbestimmten Integralen. 

Die obere Grenze b des Integrals sei veränderlich und werde des- 
halb durch x statt durch b bezeichnet. Doch soll zunächst x 2> a 
bleiben, und die Funktion <jp soll im Intervall von a bis x eindeutig 
und stetig sein. 

Der Integralwert J wird alsdann selbst eine eindeutige und stetige 
Funktion F(x) der oberen Grenze x sein: 

(1) I <p(x)dx = F(x). 



a 



Man bilde nun den Zuwachs 4 F(x) = F(x -(- 4 x) — Fix) dieser 
Funktion, welcher dem Zuwachs 4 x entspricht. 

4 Fix) ist als Inhalt des in Fig. 45 Kg. 45. 

stark umrandeten Bereiches, wie die Figur 
zeigt, inhaltsgleich mit einem Rechteck 
der Grundlinie <dx und der punktiert an- 
gedeuteten Höhe. 

Letztere ist die Ordinate <jp {x + %" • 4x) 
für ein gewisses, dem Intervalle von x 
bis (x -\- /ix) augehörendes Argument 
(x 4- & m d x\ wo also <[ & ^ 1 ist : 

F{x + Jx) — F(x) = tp(x + &-4x)4x, 
F{x + 4 z) — F(x) 




f(x+jx) 



(2) 



4 X 



= <P ( x + #" • d x). 



Für lim. 4x = folgt F'{x) = <p(#); es ist somit die in (1) 
erklärte Funktion F(x) ein Integral des Differentials q>(x)dx im Sinne 
von S. 80 *). 



Denkt man nun vorab das unbestimmte Integral I <jp (x) dx = f(x) 
nach S. 81 ff. berechnet, so folgt (vgl. den Schluß von Nr. 1, S. 81): 



X 



(3) 



F(x) = f(x) + C oder 



I <p(x)dx = 



f(x) + C. 



a 



Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C lassen wir x bis a 
abnehmen, so daß der Wert des bestimmten Integrals zu wird : 

= f(a) + C oder C = — f(a). 



l ) Hieraus entspringt zugleich der in Nr. 1, S. 81, noch unbewiesen ge- 
bliebene Satz, daß es zu jedem Differential q> (x) d x ein Integral gibt. 
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Durch Eintragung dieses Wertes von C in (3) und Wiedereinführung 

der Bezeichnung b an Stelle von x für die obere Grenze folgt: 

b 

(4) [<p(x)dx = f(b)-f(a). 



a 



Lehrsatz: Um das in (4) links stehende bestimmte Integral zu 

berechnen , integriere man zunächst unbestimmt <p(x)dx = f(x); der 

Wert des bestimmten Integrals ist dann gleich der Differenz f(b) — f(a) 
der Werte von f(x) für die Integralgrenzen. 

Besonders einfach gestaltet sich der Beweis der Regel (4) auf 
Grund der am Schlüsse von Nr. 6 entwickelten abstrakteren Auffassung 
des bestimmten Integrals: Durchmißt man das Intervall von a bis b in 
unendlich Meinen Schritten dx und addiert zum Anfangswerte f(a) der 
Funktion f(x) den jedem Schritte dx entsprechenden Zuwachs df(x) 
= q> (x) dx, so gelangt man schließlich zum Endwerte : 

b 

f(a) + [<p(x)dx = f(b). 



a 



Übrigens haben wir noch zu bemerken, daß die obere Grenze b 

auch kleiner als die untere a sein darf. Dann ist Ax = negativ: 

n 

man wird die Betrachtungen der Nrn. 6 und 7 sehr leicht auf diesen 
Fall übertragen und insbesondere die Allgemeingültigkeit der Begel (4), 
Nr. 7, erkennen. 

8. Integration bis x = oo oder bis zu einer Unstetigkeits- 

stelle von <p (x). 

Ist <jp (x) für alle endlichen Werte x 2g ß eindeutig und stetig, so 
lasse man die obere Integralgrenze sich als stetige Yariabele x dem 
Grenzwerte oo annähern (cf. S. 13). 

Erklärung: Ergibt sich bei diesem Grenzübergänge ein bestimmter 
Grenzwert: 



X 



(1) . . . lim. I q)(x)dx = lim. [f(x) — /*(«)]» 

X = + 00 J £C=+ OD 

a 

so definieren wir diesen Grenzwert als den Wert des Integrals 

+ 00 



mit der oberen Grenze -j- oo. 



i 

a 

Entsprechende Festsetzungen finden statt, wenn die untere 
Integralgrenze gleich + oo wird, sowie wenn eine der Grenzen gleich 
— oo wird. 
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Auf den Fall, daß (p(x) für eine der Grenzen, etwa 6, unendlich 
wird, bezieht sich folgende 

Erklärung: Wird (p(x) für x = b unstetig durch Unendlich- 
werden, so soll: 

b X 

(2) I q)(x)dx = lim. I q>(x)dx 

a a 

sein, falls bei dem angedeuteten Grenzübergange ein bestimmter Grenz- 
wert eintritt 



9. Lehrsätze über bestimmte Integrale. 

Lehrsatz: Aus dem Begriffe des bestimmten Integrals oder aus 
Formel (4), S. 88 ergeben sich die in folgenden Formeln enthaltenen 
Hegeln: 

a b 

(1) I q>(x)dx= — I q>(x)dx, 



(2) 



a 
a 

I <jp (x) d x = 0, 



a 
b 



(3) 



. . . I (p(x)dx = I (p(x)dx -f- I q)(x)dx, 



welche man leicht in Worte kleidd. 

Es seien die Funktionen <p(x) und t^(as) im Intervall a < x ^ b 
eindeutig und stetig; (p(x) habe in diesem Intervall nicht überall den- 
selben Wert, und t\)(x) sei daselbst nirgends negativ und nicht stets 
Null. Der größte Wert von <p (x) im Intervall sei M , der kleinste m. 

Dann gilt, dx als positiv vorausgesetzt: 

mil>(x)dx <, <p(x)il>(x)dx < Mij>(x)dx 

für das ganze Intervall. Das Gleichheitszeichen links oder rechts kann 
jedoch nicht längs des ganzen Intervalls gelten, da (p (x) daselbst nicht 
überall den gleichen Wert hat. Demnach folgt: 

b b b 

m I i\)(x)dx <C q)(x)ty(x)dx <C M I il>(x)dx. 

a a a 

Setzt man somit zur Abkürzung: 
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o 

I 



q>(x)il>(x)dx 
(4) • • • - — . = Q f so ist m < Q < M . 



I 

Da nun die stetige Funktion q> (x) für einen bestimmten Wert x 
des Intervalls = M und für einen gewissen anderen Wert = m wird, 
so läßt sich zwischen jenen beiden Werten x und also im Intervall von 
a bis b ein Wert x = c angeben , für , welchen qp (x) den zwischen M 
und m gelegenen Wert Q annimmt. 

Schreibt man jetzt Q = <jp (c) in die Gleichung (4) ein , so folgt : 

b b 



(5) 



. . . 1 q>(x)tl>(x)dx = <p(c) \ il>(x)dx^ a <C c < b. 



a a 



Ist q> (x) im ganzen Intervall konstant, so gilt diese Gleichung für 
ein beliebiges dem Intervall entnommenes Argument c. 

Auf Grund von (I) zeigt man ferner, daß die obige Voraussetzung 
a <C b für das Ergebnis (5) unwesentlich ist und nachträglich fort- 
gelassen werden kann. 

Da endlich die Gleichung (5) auch für die Funktion — i\) (x) gilt, 
wenn sie für -f- t^(#) richtig ist, und da diese Gleichung selbst dann 
noch besteht, wenn ty (#) im ganzen Intervall verschwindet, so hat man 
wegen der Vorzeichen der Werte ^ (x) nur zu fordern , daß ty (x) im 
Intervalle entweder nirgends < oder nirgends > sein soll. 

Formel (5) liefert den 

Mittel wertsatz: Sind die Funktionen <p(x) und ty(x) im Inter- 
valle von x = a bis x = b eindeutig und stetig, und ist il>(x) daselbst 
entweder nirgends < oder nirgends > Ö, so gibt es in jenem Intervalle 
mindestens einen Wert x = c, für welchen die Gleichung (5) gilt 

Ist ty(x) beständig = 1, so folgt: 

b 



(6) 



I q>(x)dx = q>(c) • (b — a). 



Das in Fig. 43, S. 85 umgrenzte Flächenstück über dem Intervall 
von a bis b als Grundlinie ist somit gleich einem Rechtecke derselben 
Grundlinie und der Höhe qp (c). Dieserhalb heißt (p (c) der mittlere 
Wert oder Mittelwert von q> (x) im fraglichen Intervall. 

Ist das unbestimmte Integral l <p(x)dx = f(x), so ergibt sich 

aus ( 6 > : fQ>)-f(a) = (p-a)-r{e) 

in Übereinstimmung mit dem Mittelwert satze (5) S. 59. 



Mittelwertsatz. Quadratur der Kurven. 
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10. Quadratur ebener Kurven. 

Aus den Betrachtungen von S. 86 ff. entspringt folgender 

Lehrsatz: Ist eine ebene Kurve K gegeben, welche für jede dem 
Intervall a^x^b angehörende Abseisse x eine und nur eine Ordinate 
y = (p (x) aufweist, so ist der Inhält J der von der Kurve, der 
Abszissenachse und den zu x = a und x = b gehörenden Ordinalen 
eingeschlossenen Gesamtfläche : 

b 



(i) 



J= \<p(x)dx = /"(&) — 



/"(«)• 



Die Maßzahlen von Flächenteilen unterhalb der x- Achse kommen 
hierbei negativ in Rechnung (vgl. Fig. 44, S. 86). 

Die in (1) geleistete Inhaltsbestimmung heißt „ Quadratur der 
Kurve K u . 

Beispiel. Wir betrachten die Quadratur einer auf ihre Asymptoten 
als Achsen bezogenen gleichseitigen Hyperbel (vgl. Fig. 46), bei welcher 



der Abstand des Scheitelpunktes A vom 
Mittelpunkte der Kurve = 1 ist. 

Die Gleichung der Kurve, von 
welcher in Fig. 46 nur der eine Zweig 
gezeichnet ist, hat die Gestalt xy= Vi- 
Dies heißt, daß das aus der Abszisse, 
der Ordinate und dem Radius vector 
des einzelnen Punktes P der Kurve 
gebildete Dreieck den konstanten In- 
halt 1/4 *at: 
(2) . . A OAB = A OPC = V 4 . 



Fig. 46. 




Da die Abszisse OB des Scheitelpunktes A gleich -= ist, so ist 
der Inhalt des in Fig. 46 schraffierten Stückes: 



oc 



oc 



J = 



= L d x = V, f ^ = Vi [og OC - log i=j. 

1 1 

Vi Vi 

Man kann dieser Gleichung auch die Form geben: 
(3) 2J=log (OC • V 2). 

11. Deutung der hyperbolischen und der trigonometrischen 

Funktionen. 

Bezieht man die eben betrachtete gleichseitige Hyperbel auf ihre 
Hauptachsen als Koordinatenachsen, so wird die Gleichung derselben 
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# a — y ü := 1- In Fig. 47 iat nur der eine (auf der Seite der positiven 
z -Acb.ee gelegene) Zweig der Hyperbel gezeichnet; man kann diese 
Lage der Kurve aus Fig. 46 durch Umklappung der letzteren um die 
in Fig. 46 punktiert angedeutete Achse herstellen. 

Der in Fig. 47 schraffierte Sektor werde als der „zum Kurven- 
punkte P gehörende Hyperbelsektor a bezeichnet. Die Mafizahl S der 
Sektorfläche soll positiv oder negativ ge- 
rechnet werden, je nachdem die Ordinate y 
von P positiv oder negativ iat. 

Ist y > 0, wie in Fig. 47, so gilt 
8 = J. Legt man nämlich zum Sektor 
OAP daa Dreieck CP und schneidet da- 
für das mit letzterem inhaltsgleiche Dreieck 
GAB ab, so restiert das Flaehenstück 
ABCPdea Inhaltes J. 

Um S in den Koordinaten von P 
auszudrücken , lese man aus Fig. 47 die 
Gleichnngen : 




CE = EP = BQ, BE = PQ 

ab. Es gilt somit weiter: 

öb = cb = Vi(öz> + ÖT» = Vi(öfl + PQ) = Vj(* -f »), 

woraus sich OC = — i=— berechnet. 

V^ 

Nach (3), Nr. 10, wird somit die Maßzahl S für y > durch 
2 S = log (* + y) gegeben sein. 

Diese Gleichung gilt aber auch für y<0; denn, da £ s — t/ 3 
= (* + S) (3! — y) = 1 ist, so gilt % (<b — y) =s — % (» + #) 
= — 2S, und also gewinnt der zu dem Punkte (x, y) symmetrisch 
gelegene Punkt (x, — y) als Mafizahl des zugehörigen Sektors, wie es 
sein soll, — S. 

Lehrsatz: Für die Maßzahl S des zum Punkte P gehörenden 
Hyperbelsektors gilt die Gleichung: 

(1) 2S = log(x + y). 

Bie Maßzahl S beschreibt stetig alle Werte von — oo bis + co , falls der 
Punkt P den in Fig. 47 gezeichneten Hyperbelzweig in der Richtung 
wachsender Werte y durchläuft. 

Dieser Lehrsatz erlaubt uns, die S. 28 eingeführten „hyperbolischen 
Funktionen" sinh, cosh mit einer geometrischen Deutung zu versehen, 
welche der Deutung der trigonometrischen Funktionen sm, cos am 
Kreise des Radius 1 genau entspricht. 



Hyperbolische und trigonometrische Funktionen. 

Aus + 2 S = log (x ± y) folgt nämlich umgekehrt : 
x -\- y = e 28 , x — y = er 28 , 
e 28 + e~ 28 e iS — e~ 28 
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x 



y = 



2 2 

Letztere Gleichungen können wir aber unter Gebrauch der S. 28 
erklärten Bezeichnungen so schreiben: 

(2) x = cosh (2 S), y = sink (2 S). 

Lehrsatz: Die Koordinaten x, y der Punkte P des in Fig. 47 
gezeichneten Zweiges der gleichzeitigen Hyperbel x 2 — y 2 = 1 sind, in 
ihrer Abhängigkeit vom doppelten Sektor 
2 S aufgefaßt, die hyperbolischen Funk- 
tionen cosh (2 S) und sinh (2 S). 

Der Name „hyperbolische Funktionen u 
findet hierdurch seine Rechtfertigung. 

Die beschriebenen Verhältnisse sind 
denen der trigonometrischen Funktionen 
genau analog. In Fig. 48 ist der „zum 
Punkte P gehörende Sektor S u des Kreises 
der Gleichung x 2 -\- y 2 = 1 schraffiert. 
Ist der zugehörige Bogen AP gleich s, so 
hat man s = 2 S. 

Für die Koordinaten x, y des Punktes P hat man somit: 

(3) ...... x = cos (2 S), y = sin (2 S), 

was den Gleichungen (2) genau entspricht. 




12. Bektifikation ebener Kurven. 

Für die Kurve K sollen im Intervall a <[ x ^ b die zu Anfang 
von Nr. 10 gemachten Voraussetzungen gelten. Die Gleichung der 
Kurve sei y = <jp (x). 

Es wurde bereits oben (S. 42) die von einem bestimmten Punkte 
der Kurve K an gemessene Bogenlänge s von K als Funktion der 
Abszisse x betrachtet. Zur Berechnung von s verfahren wir jetzt so: 

Das die Punkte (#, y) und (x -\- dx, y -\- dy) verbindende Bogen- 
differential ist nach S. 43: 



(i) 



ds 



-f^W 



dx = Vi + [g>'(;r)] 2 • dx. 



Man denke nun den über dem Intervall a ^ x <^ b gelegenen 
Kurvenbogen in unendlich viele Differentiale dieser Art zerlegt, wie 
sie etwa den unendlich vielen Parallelstreifen in Nr. 6 entsprechen. Die 
Summe aller dieser Differentiale liefert die über dem fraglichen Inter- 
valle gelegene Bogenlänge der Kurve. 
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Lehrsatz: Die Länge s der Kwrve K zwischen den Punkten der 
Koordinaten a, <p (a) und b, <p (b) ist gegeben durch das bestimmte Integral : 

b b 



(2) 



8 = | V 1 + (^jdx = j Vi + [<p'(x)]*dx. 



a 



Die Berechnung der Bogenlänge heißt „Bektifikation der Kurve K u . 

Im Falle der Zykloide benutzt man an Stelle von x zweckmäßig 
den Wälzungswinkel t als unabhängige Variabele und schreibt dem- 
entsprechend an Stelle von (1): 

<*> * - y®'+ (so- «■ 

Um die Bogenlänge s eines einzelnen Zweiges der Zykloide zu 
gewinnen, hat man t von bis 2 % wachsen zu lassen. Man findet: 

2rt In 



S 



- M©'+ $)'«—"* j "*="«* 





wie man mit Hilfe der Formeln von S. 44 feststellt. 



\l — cost durch ^2 sinl-r-j, so folgt weiter: 

= 2« I sin l — \dt = 4 a ( — cosn -f- cos 0) = 8 a, 

o 
womit ein bereits S. 51 ausgesprochenes Resultat bestätigt ist. 



Ersetzt man 
(4) s 



18. Gebrauch der Polarkoordinaten. 

Eine Kurve K sei durch ihre Gleichung in Polarkoordinaten r, & 
gegeben (vgl. S. 51), und es werde ein solches Stück der Kurve be- 
trachtet, welches zu jedem dem Intervall a <1 # ^ ß angehörenden ft 

einen und nur einen Radius vector r = <p(&) 
liefert. 

Um den Flächeninhalt des Sektors zu 
bestimmen, der von den beiden zu d" = a 
und # = ß gehörenden Radien vectoren und 
dem zwischenliegenden Kurvenbogen ein- 
gegrenzt wird, denken wir wieder das Inter- 
vall von & ■= cc bis # = ß in unendlich 
kleinen Schritten zurückgelegt. 

Dem einzelnen d & entspricht . (vgl. 
Fig. 49) ein unendlich schmaler Sektor, der 

durch die Radien vectoren OP = r, OP\ = r -f- dr und das Bogen- 
element PP\ = ds begrenzt ist. 
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Ersetzen wir diesen Sektor durch den Kreissektor des Radius r 
und des Zentriwinkels dfr % so ist der Inhalt des Sektors 1 / 2 r 2 dfr. 
Vermöge einer Betrachtung, die an derjenigen von S. 85 u. f. ihr genaues 
Vorbild hat, ergibt sich der 

Lehrsatz: Der Inhalt J derjenigen Fläche, welche durch die zu 
fr = a und fr = ß gehörenden Radien vectoren und das dazwischen 
liegende Stück der Kurve begrenzt wird, ist gegeben durch: 

ß ß 



(1) 



. . . . Jz= i/ f I r 2 dfr = Va I [<p 



(fr)] 2 d fr. 



a 



Für das zu dfr gehörende Bogenelement ds gilt (vgl. S. 52): 

ds = \r 2 dfr 2 + dr 2 = V r 2 + (|g;Y' dfr. 

Es folgt der weitere 

Lehrsatz: Die Länge des Kurvenstückes zwischen den zu fr = a 
und fr = ß gehörenden Punkten van K ist : 

ß I - ß 

(2) . . s = j y r * + (j$ d * = | vtv (»)]• + wmvdfr. 



a 



14. Kubatur der Rotationskörper. 

Es sei y = q> (x) eine Funktion, die im Intervall a ^ x <^ b ein- 
deutig, stetig und positiv ist. 

Man denke das über dem Intervall gelegene Stück der Kurve von 
q> (%) gezeichnet und erzeuge durch Rotation desselben um die x- Achse 



Fig- 50. 



einen Rotationskörper, den man 
sich durch zwei in x = a und 
x = b zur x- Achse senkrecht 
gelegte Ebenen begrenzt denke. 

Zwei in den Punkten x und 
{x + dx) zur x- Achse senkrecht 
errichtete Ebenen schneiden aus 
dem Rotationskörper eine unend- 
lich schmale Scheibe aus (vgl. 
Fig. 50). 

Wir fassen diese Scheibe näherungsweise als geraden Kreiszylinder 
der Höhe dx und des Radius y = qp (x). Das Volumen dieser zylin- 
drischen Scheibe ist %y 2 dx = it[(p(x)] 2 dx. 

Es entspringt nunmehr durch Wiederholung der S. 85 u. f. ent- 
wickelten Überlegung der 
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Lehrsatz: Der Bauminhalt oder das Volumen V des in genannter 
Art eingegrenzten Botationsftörpers ist durch das Integral gegeben: 

b b 

(1) V=x \y 2 dx = n j [<p(x)] 2 dx. 



a 



Die vermöge (1) zu vollziehende Bestimmung des Kubikinhaltes 
V bezeichnet man als „Kubatur des Botationskörpers". 

Beispiel. Zur Volumberechnung eines geraden Kreiskegels von der 
Höhe h und dem Radius r der Grundfläche hat man zu setzen: 

y = -- - x, a = 0, b = h. 
h 

Formel (1) liefert alsdann für das Volumen: 

h h 

(2) . . V= % I (y) x 2 dx = % r —\ x*dx = 7gJtr a Ä. 



15. Komplanation der Rotationsoberfläohen. 

Die in Nr. 14 aus dem Rotationskörper ausgeschnittene unendlich 
schmale Scheibe ist nach außen durch einen auf der Rotationsober- 
fläche gelegenen Gürtel begrenzt, welcher als Mantel eines abgestumpften 
Kegels angesehen werden kann. 

Die Radien der Grundflächen dieses Kegels sind y und y x = y -\- dy, 
die einzelne Mantellinie hat die Länge ds\ der Flächeninhalt des Mantels 
ist %{y + yjds. 

Wie in den bisher behandelten Fällen gewinnen wir den 

Lehrsatz: Die durch Botation des in Nr. 1 4 besprochenen Kurven- 
stückes y = <p(x) entstehende Oberfläche hat den Flächeninhalt: 

b b 

(1) S = 2n [y-jt-dx = 2tc \ (p{x) Vi + [<p\x)]*dx. 

a a 

Die Berechnung des Inhaltes S heißt „Komplanation der Botations- 
oberfläche u . 

Beispiel. Zur Komplanation der Halbkugel setze man: 



ds r 



r* — x\ —= . , a = 0, b = r 

dx y r 2 x 2 

und findet vermöge des Ansatzes (1): 



(2) 



r 

S = 2 7i r \dx = 27tr\ 
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16. Angenäherte Berechnung bestimmter Integrale. 

b 

Hat man ein Integral I (p(x)dx zu berechnen, so wird man zu- 

a 

nächst versuchen, das unbestimmte Integral I <p(x)dx auszurechnen, 

um alsdann die Kegel (4), S. 88, anzuwenden. 

Gelingt dies nicht, so kann man aus den vorstehenden geometri- 
schen Betrachtungen wenigstens einen angenäherten Wert des vor- 
gelegten Integrals berechnen. Wir benutzen zu diesem Zwecke die 
Quadratur der ebenen Kurven, an welche wir auch ursprünglich (S. 85) 
den Begriff des bestimmten Integrals angeknüpft hatten. 

Die erste der drei folgenden Näherangsregeln gründet sich auf 
eine direkte Wiederholung der Überlegung von S. 80 u. f. 

b 



I. Man teile, wie in Fig. 43, S. 85, das den Wert 



I (p(x)dx 



repräsentierende Flächenstück durch Parallele zur y- Achse in n Streifen 

der gleichen Breite h = • 

Dabei mögen die zu# = a, a -\- h, a -f- 2h, ...,& gehörenden 
Ordinaten sich zu: 

(1) y = g)( a ), y x = <p (a + h), y 2 = <p (a + 2 h), . . ., y n = (p(b) 

berechnen. 

Ersetzt man den Inhalt des einzelnen Streifens durch denjenigen 
des in Fig. 43, S. 85, schraffierten Rechtecks, so erhält man als erste 
Näherungsformel für den gesuchten Integralwert: 
b 



(2) 



• • I 9(x)d% = Ä(y + y x + y t + ••• + y«-i). 



a 



IL Eine in der Regel bessere Annäherung an den wahren 
Integralwert gewinnt man, falls man den einzelnen Streifen durch 
das Trapez ersetzt, das die beteiligten Ordinaten y* und yu+i zu 
Gegenseiten hat. 

Dieser Annahme entspringt die zweite Näherungsformel : 
b 



(3) 



. . I (f(x)dX = ÄC/a^O + Vi +Pü -\ l-^n-l + Va»n). 



a 

III. Eine dritte Näherungsformel ergibt sich aus einer eigen- 
tümlichen Verwendung der Parabel. 

Fricke, Leitfaden. 7 
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Durch die oberen Endpunkte dreier aufeinander folgender Ordi- 
naten y*, z. B. y , y i9 y 2 , läßt sich nur eine Parabel mit zur «/-Achse 
paralleler Achse legen. Eine solche Parabel hat nämlich die Gleichung 
y z= px 2 + qx -\- r; wenn wir also die zu yu gehörende Abszisse 
kurz Xk nennen, so müssen die drei Gleichungen bestehen: 

Ipx* -f qx + r = y 01 
px\ + qx x + r = y v 
px\ + qx 2 4- r = y 2 , 

aus welchen sich die drei Koeffizienten p, q, r eindeutig bestimmen. 

Für gewöhnlich wird nun der zwischen den Endpunkten der 
Ordinaten y 0l y 2 verlaufende Bogen dieser Parabel sich daselbst der 
Kurve y = <p (x) enger anschließen als die unter IL benutzten geraden 
Verbindungslinien der Endpunkte von y^ y XJ y 2 . 

Ersetzt man demnach bei der oberen Begrenzung der beiden ersten 
Streifen die Kurve y = <p (x) durch die fragliche Parabel, so wird der 
Inhalt dieser Streifen gegeben sein durch: 

I ydx = 1 (px 2 -\- qx -f- r)dx 

Xq Xq 

= 7s P ( x l — x o) + Va a ( x ? — x o) + r ( x * — x o)> 
= Ve ( x 2 — x o) [2j?(4 + x * x o + x o) + Bq(x 2 + x ) + 6r]. 
Hier kann man x 2 — x = 2 h und den in der zweiten Klammer 
stehenden Ausdruck auf Grund von (4) gleich (y + 4 y x -\- y 2 ) setzen, 
so daß sich der Inhalt der beiden ersten Streifen angenähert in der 
Gestalt V3 ^ (y Q -f- 4 y l -\- y 2 ) darstellt. 

Zur Verwertung dieses Ansatzes muß n gerade gewählt werden, 
71 = 2 m, und man hat die 2 m Streifen zu Paaren zusammenzufassen. 
Man gewinnt so als dritte Näherungsformel: 

ff 

+ ±(Vl + V% + •*• + 2/2m-l)]. 

Die hiermit gegebene Vorschrift zur angenäherten Berechnung des 
bestimmten Integrals heißt die „Simpsonsche Regel". 
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Zweites KapiteL 

Wetterführung der Theorie der unbestimmten Integrale. 



1. Hilfssätze über algebraische Gleichungen. 

Es sei eine ganze rationale Funktion eines Grades n 2> 1 gegeben : 

(1) f(x) = OoX n + a^x»- 1 + o»^- 2 -f ... + a n - x x + a n . 

Der Koeffizient a des höchsten Gliedes soll nicht verschwinden. 
Setzt man f(x) = 0, so gewinnt man eine „algebraische Gleichung 
n ten Qrades". Aus der Theorie dieser Gleichungen benatzen wir den 

Fundamentalsatz der Algebra: Die Gleichung f(x) = 0, 
d. i. ausführlich: 

(2) . . • . OqX» -f a^x"- 1 + ••• + a n - t x + a n = 

besitzt jedenfalls eine „Lösung* oder „Wurzel" x = a, für welche 
f(x) = ist. 

Damit dieser Satz allgemein richtig ist, muß man für die Wurzeln 
der Gleichungen auch „komplexe Zahlen" zulassen. Dieselben stellen 

sich in der „imaginären Einheit" i =\ — 1 so dar: 

(3) . . . . a = a' + a"-i = a' + a"^— 1, 

wo a f und a" reelle Zahlen, wie wir sie bisher allein betrachteten, sind. 
Wie sp&ter gezeigt wird, bleiben für die komplexen Zahlen alle 
auf die reellen Zahlen bezogenen Bechnungsregeln der elementaren 
Algebra erhalten. Vorab verwerten wir insbesondere den 

Lehrsatz: Eine Gleichung , in welcher irgend welche komplexe 
Zahlen durch rationale Rechnungen (Addition, Subtraktion, Multiplika- 
tion, Division) verbunden erscheinen, bleibt richtig, falls man alle in ihr 
auftretenden komplexen Zahlen a' -f- ia" zugleich durch ihre „kon- 
jugierten" Zahlen a' — ia" ersetzt. 

Aus dem Fundamentalsatz folgert man leicht, daß die Gleichung (2) 
nicht nur eine, sondern immer n Wurzeln ho%. 

Bei Division der Funktion f(x). durch (x — a) möge nämlich die 
Funktion (n — l)* 611 Grades fi (x) als Quotient und die von x unab- 
hängige Zahl r als Rest eintreten; dann gestattet f(x) die nachfolgende 

Darstellung : 

f(x) = (x — a) -fi (x) + r. 

Setzt man x = a, so folgt = r, und also ist: 

(4) f{x) = {x — a)f x {x). 

Ist n > 1, so wende man die eben für f{x) durchgeführte ,Be- 

7* 
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trachtung, welche zur Gleichung (4) führte, auf f x (x) an 1 ). Man findet 
f x (x) = (x — b) f 2 (x), wo b eine reelle oder komplexe Zahl und f 2 (x) 
eine Funktion (n — 2) ten Grades ißt. 

Die Wiederholung der gleichen Überlegung für f 9 (x) usw. liefert den 

Lehrsatz: Die ganze Funktion f(x) vom n ten Grade läßt sich in 
das Produkt von n „ Linear fdktoren" zerlegen: 

(•5) . . f(x) = a Q (x — a) (x — b) (x — c) ... (x — m); 

hier sind a, b, c, . . ., m die n „ Wurzeln" der Gleichung f(x) = 0. 

Die bei der Abtrennung des letzten Linearfaktors (x — m) als 
restierender Faktor auftretende Funktion f n (x) ist vom nullten Grade, 
d. i. konstant; und zwar ergibt sich als Wert dieser Eonstanten a . 

Sind die Wurzeln a, 5, ..., m teilweise (oder sämtlich) einander 
gleich, so seien a, 6, . . ., I die verschiedenen unter ihnen ; und es trete 
(x — a) in (5) im ganzen a-mal, (x — b) aber /3-mal usw. auf. 

Lehrsatz: Im Fälle „mehrfacher" Wurzeln hat man die Linear- 
fäktorenzerlegung : 

(6) . . f(x) = a (a — a) a (x — b}* (x — c)* . . . (x — 7)*, 

wobei a-\-ß-\-y-\-»"-\-k = n ist. 

Fassen wir a (x — bY ... (x — l) x als Funktion (n — a)* 611 Grades 
fi(x) zusammen, so ist /i (a) ^ 0, und es gilt f(x) = (x — aYf^x). 
Durch Differentiation dieser Gleichung nach x folgt: 

f(x) = (x- af- 1 [«A(«) + (* ~ «)/".' (*)], 
wo die in der großen Klammer stehende ganze Funktion (n — a) ten 
Grades für x = a nicht verschwindet. 

Die gewonnene Gleichung liefert den später zu verwendenden 

Lehrsatz: Eine a- fache Wurzel der Gleichung f(x) = ist 
noch eine (a — 1)- fache Wurzel der durch Differentiation von f(x) 
entstehenden Gleichung (n — l) Un Grades f'(x) = 0. 

Ist a = a' -\- ia" eine komplexe Wurzel (a" ^ 0), so gilt: 

oo (a' + ia") n + a { (a' + ia")»- 1 + • • • + a n ^ (a' + ia") + a n = 0. 

Da die a , a ly . . ., a n reell sind, so ergibt der S. 99 ausgesprochene 
Lehrsatz als gleichfalls richtig: 

a (a! — ia") n + a x (a! — ia")*- 1 -\ \- a n - x (a'— ia") + a„ = 0, 

so daß mit (a 1 -f- ia") immer auch die konjugiert komplexe Zahl 
(a! — ia") der Gleichung genügt. 

Nehmen wir a' — ia" als zweite Wurzel fr, so folgt: 

f(x) = (x — a)(x — b)-f,(x) = [(x — a') 2 + <*" 2 ] •/"*(*). 



1 ) Jedoch muß man hierbei noch den Umstand benutzen, daß der Fun- 
damentalsatz auch bei komplexen Koeffizienten a , a x , . . ., a n der Gleichung 
gilt. Ist nämlich a komplex, so gilt dasselbe von den Koeffizienten der 
Funktion f x (x). 
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Da sich hiernach /* 2 (x) als Quotient bei der Division von f(x) 
durch die reelle Funktion (x — a!) 2 + a" 2 zweiten Grades erweist, so 
hat f\{x) wieder reelle Koeffizienten. Man folgert den 

Lehrsatz: Ist die komplexe Zähl (a! -\-ia") eine <x- fache Wurzel 
der Gleichung (2) mit reellen Koeffizienten, so ist auch (a f — in!') eine 
a-fache Wurzel derselben. Die beiden zugehörigen Faktoren in (6) 
lassen sich in die u te Potenz: 

(7) [(x — a') 2 + a" a ] fl 

der Funktion zweiten Grades (x — a') 2 + a" a mit reellen Koeffizienten 
zusammenziehen. 

2. Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen. 

Eine rationale Funktion R(x) laßt sich nach S. 5 als Quotient 
g(x) : f(x) zweier ganzen Funktionen g(x) und f(x) darstellen. 

Ist der Grad n des Nenners f(x) nicht größer als der Grad n' 
des Zählers g(x), so dividiere man mit f(x) in g(x), bis der Grad des 
Restes <^n ist. Es entspringt als Quotient eine ganze Funktion G(x) 
des Grades {n! — n) und als Rest eine ganze Funktion h(x), deren 
Grad < w ist: 

(1) B(x)=G(x) + yj|- 

Um die rechts im zweiten Gliede stehende rationale Funktion 
weiter zu entwickeln, zerlegen wir f(x) in seine Linearfaktoren; dies 
führe auf die Darstellung (6), Nr. 1. Fassen wir hierbei, wie oben, 
a o ( x — Vf •" (x — l) x als Funktion (n — a) ten Grades f x (x) zu- 
sammen, so gilt f(x) = (x — (*) a fi(%)<> und man hat f x (a) ^ 0. 

Nun besteht, was auch A x für einen konstanten Wert haben mag, 
die identische Gleichung: 

(o\ J lS^L — Ms) A , h (x) — A x f x (x) 

f{x) (x — a) a fi(x) (x — a) u ^ (x — a) a f x (x) ' 

wobei die im Zähler des letzten Gliedes stehende ganze Funktion 
h (x) — Ai fi (x) einen Grad < n hat. 

Verstehen wir jetzt unter A\ den endlichen Wert h(a) : f\(a) y so 
hat die Gleichung h (x) — A x f x (x) = die Wurzel a und also die 
ganze Funktion h{x) — A x f x (x) den Linearfaktor x — a: 

h (x) — A x f x (x) = (x — a) ' h x (x). 

Der Grad der übrig bleibenden ganzen Funktion h { (x) ist 
kleiner als w — 1. 

Formel (2) liefert sonach für A x = h(a) : f x (a) das Resultat: 

h(x) h(x) A x h x (x) 

\ ö ) T73 = TZ _x a s /„x = 71 1^ + 



f(x) {x — a) a f x (x) (x — a) a ' (x — a) a - x f x {xy 
wobei der Grad von h x {x) den von (x — ö) a ~ 1 /i(a;) nicht erreicht. 
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Hiermit ist eine „ Rekursionsformel " gewonnen, durch welche wir 
den gegebenen Quotienten in die Summe eines „ Partialbruches tt mit 
konstantem Partialzähler A x und eines mit dem gegebenen analog 
gebauten Quotienten zerlegen können, wobei im restierenden Quotienten 
der Linearfaktor (x — a) nur noch im Grade (a — 1) auftritt. 

Die wiederholte Anwendung der Formel (3) liefert den 

Lehrsatz: Die rationale Funktion B(x) läßt sich mit Hilfe ge- 
wisser n Konstanten A v . . ., Li in der Gestalt darstellen : 

B(x) = Q(x) + , Ax . g + , A \ a x + ... + -^~ 
w v (x — a) a (x — a) a_1 x — a 



(4) \ T ( X — bf "*" (x — b)?- 1 "*" '" "^ x — b 

+ 

_L L * J_ L * _L 4- Lx 

"*" (x — iy ^ (x — i)*- 1 "*" ^ x — i ' 

In Formel (4) ist die „Partialbruchzerlegung* der rationalen 
Funktion B(x) geleistet. 



3. Berücksichtigung komplexer Wurzeln von f(x) = 0. 

Die Partialbruchzerlegung (4) gilt zwar auch dann, wenn unter 
den Wurzeln a, fr, ..., I von /"(#) = komplexe vorkommen. Will 
man jedoch in diesem Falle komplexe Partialbrüche vermeiden, so ver- 
fährt man wie folgt: 

Ist a = o! + ia", b = a! — ia" ein cc-fach auftretendes kom- 
plexes Wurzelpaar., so setze man f(x) = [(x — a') 2 -f- a" 2 ] a • f x (x). 
Dabei ist fi(x) eine ganze Funktion (n — 2a) ten Grades mit reellen 
Koeffizienten , und fo (x) verschwindet weder für x = a' 4" ia" noch 
x = a' — ia". 

Dieserhalb ist h{a' -4- ia") : f x (ol -f- ia") eine endliche komplexe 
Zahl M -\- iN. Da auch die Koeffizienten von h(x) reell sind, so ist 
die zweite der Gleichungen (1) eine Folge der ersten: 

(1) ^^ M + m W=W = M _ iN . 

/i (« + l a ) f\ (» — * » ) 

Um nun die Partialbruchzerlegung von h(x) : f(x) mit Umgehung 
komplexer Zahlen anzubahnen, setzen wir an Stelle von (2), Nr. 2 die 
Gleichung: 

m ÄW _ Ai* + -Bi , h(x) — (A 1 x + JJ/Jl») 

V ' f{*) [(* - «')' + «" a ]° "^ [(* - «')* + «"*]°/i(*) ' 

Damit sich im zweiten Quotienten rechter Hand der Faktor 
(x — a'Y + ß" 2 forthebt, haben wir zu fordern, daß die Gleichung 
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h (x) — ( A l x -f B t ) U (x) = die beiden Wurzeln a' ± i a" habe. 
Dies liefert die beiden Gleichungen: 

Man findet hieraus für A x und B x die endlichen reellen Werte: 

(3) . . . . A x = -jt, ^ == M rf N. 

a" a 

Setzt man nun h (x) — (A x x + JS^ /i (#) = [(* — a')* + a" 2 ] ■ ^ (z), 
so ist 7^ (#) eine ausschließlich reelle Koeffizienten aufweisende ganze 
Funktion, deren Grad < n — 2 ist. 

Aus (2) geht die der Gleichung (3), Nr. 2, entsprechende Re- 
kursionsf ormel : 

^ ' /V*A " — IY/* ,»'\2 _J_ V'alu i 



f(x) — [(a? — a') 2 + a" 2 ] u ' [(a? — a') 2 + a" 2 ] a -Vi(*) 
hervor. Die wiederholte Anwendung derselben liefert den 

Lehrsatz: Will man bei der Partialbruchzerlegung einer rationalen 
Funktion den Gebrauch komplexer Zahlen vermeiden , so hat man dem 
einzelnen a-fach auftretenden Paare komplexer Wurzeln (a! + ia") die 
a Partiälbrüche entsprechen zu lassen: 



(5) 



A x x + B y A 2 x + B 2 

ttOia > [Y/v r»'\2 _l_ ValU— 1 ' 



l(x — a') 2 + a" 2 ] a ' [(a? — a') 2 + a" 2 ]"- 1 



+ 



[(* — a') 2 + «" 2 J 



4. Partialbruchzerlegung bei lauter einfachen Wurzeln von 

f{x) = 0. 

Hat f(x) = keine mehrfachen Wurzeln, so gilt der Ansatz: 



(1) 



h(x) A . B M 

tt\ == ~ : ~r t + ••• -r 



f(x) x — a x — b x — m 

An Stelle der in Nr. 2 entwickelten Regel zur Bestimmung der 
„Partialzähler" A, B, ..., M kann man auch so verfahren: 
Man multipliziere Gleichung (1) mit f(x): 

(2) . .kV) = A.-£®- + B.-&L+... + X- m 



x — a x — b x — m 

und setze x = a ein. Da f(a) = ist, so erscheint das erste Glied 

rechts für x = a unter der Gestalt — ■ • Eine S. 74 aufgestellte Regel 

ergibt : 

(3) . . . h(a) = A • lim. f-l^L) = A - f'(a). 
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Statt durch Vermittelung jener Regel kann man auch aus der 
Linearfaktorenzerlegung von f{x) ablesen: 

(4) . lim. ( ) = a (a — &) ( a — c) ... {a — m). 

CD — O V*' ** » 

Durch Berechnung von A aus (3) und entsprechende Bestimmung 
von B, . . ., M ergibt sich der 

Lehrsatz: Hat die Gleichung f(x) = nur einfache Wurzeln, 
so gilt die Partialbruchzerlegung : 

h(x) h(a) h(b) h(m) 

W T73T = w/.x/^ ix + w/ta/.. T\ T ' • * ~r 



f(x) f'(a)(x — a) ' f'(b)(x — b) ' ' f(m)(x — m) 

Sind a und b wieder konjugiert komplex a' + ia", so ergibt sich 
aus (3) leicht, daß die Partialzähler A % B gleichfaUs konjugiert kom- 
plex sind. Die beiden zugehörigen Partialbrüche lassen sich dann in 
einen reellen Ausdruck zweiten Grades: 

Ä + iÄ" Ä' — iA" _ A'(x — a!) — a"A" 

W x — a' — ia" + x — a' + ia" (* — a') 2 + a" 2 

zusammenfassen, was mit (5), Nr. 3, übereinstimmt. 

Aus (5) entspringt die v Lagr an geselle Interpolationsformel": 



(7) 



..• + Ä(m) ^ 



/*(m) (# — w) ' 

welche gestattet, eine den Grad n nicht erreichende rationale ganze Funk- 
tion h (x) anzugeben, die für n speziell gewählte Argumente a,b, ..., m 
vorgeschriebene Werte h (a), h (Z>), . . ., h (m) hat. 

Weiß man von einer sonst nicht näher bekannten Funktion nur 
erst, daß sie für die n Argumente a, b, . . . m die Werte h (a) , h (fr), . . . 
h (m) besitzt, so liefert (7) eine angenäherte Darstellung dieser Funktion 
durch eine rationale ganze Funktion möglichst niedrigen Grades. Die 
zwischen den Argumenten a, 5, c, „ . . eintretenden Funktions werte können 
wir alsdann durch die korrespondierenden Werte der ganzen Funktion 
h (x) angenähert darstellen. Diesem Umstände entspricht die Benennung 
„ Interpolation sf ormel " . 

5. Integration rationaler Differentiale. 

Erklärung: Ist B(x) eine beliebige rationale Funktion von x, so 
nennt man B(x)dx ein »rationales Differential". 

Um B(x)dx zu integrieren, tragen wir für B{x) die Zerlegung 
in eine ganze Funktion G{x) und eine Summe von Partialbrüchen 
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ein, wobei wir so verfahren wollen, daß komplexe Ausdrücke vermieden 
werden. 

Da die Integration von G(x)dx oben (S. 82) bereits geleistet ist, 

so reduziert sich die Aufgabe der Berechnung von I B(x)dx auf die 

Auswertung von Integralen der folgenden vier Gestalten: 

i f dx n f dx m f -*« + * 



da;, 



1V ' J .[ (X _ a ')2 _i_ „»V* aX > 



wobei a eine ganze Zahl > 1 ist und die Koeffizienten durchgehende 
endliche reelle Werte haben. 

Für die beiden ersten Integrale finden wir sofort: 



C dx 

J x — a 



(I) .... | — — -- = log(x — a), 

C dx 1 

(II) ' J (x — a) a ~~ _ (a — 1) (x — a)«- 1 * 

Zur Berechnung des dritten Integrales setze man x — o! = a" z. 
In der neuen Variabelen z schreibt sich das Integral so: 

A C 2zdz Ao! + B f dz 
2 J 1 + ^ + a" J 1 + z*' 

Man findet hierfür: 

-^ A • log (1 + z*) H ^-± — arctgz + J. • %a". 

Das dritte Glied ist als Integrationskonstante hinzugesetzt, um 
den Ausdruck des fraglichen Integrals in x: 



(in) 



f (*-«'£+«"» dx = ¥ Äl0 ^ x ~ *' )a + a "^ 



. Aa! + B 
H -* arc ty 



(^) 



einfacher zu gestalten. 

Beim Integrale IV führe man die eben schon benutzte Variabele 
z ein und findet ein Integral der Gestalt: 

/• Qz + D f zdz f dz 

J(l + ,■)«**== J (1 + *i)- + B J (1 + ,.).' 

Für das erste der beiden rechts stehenden Integrale folgt sofort: 

f zdz 1 1 

W ' ' ' J (i _|_ Z 2)u = — 2a — 2 (1 + *2)«-i # 

Für das zweite Integral können wir eine Rekursionsformel zur 
Erniedrigung des Exponenten a aufstellen. Es gilt nämlich: 
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C dz z f £ a d$ 

(2) J (1 + ^ a ) a - 1 = (1 + z*)*- 1 + (2a ~~ 2) J (1 + **)«' 
wie man durch partielle Integration (vgl. S. 84) zeigt; man hat dabei 

- — ; — zunächst vor das Integral zu setzen. Für das in (2) rechts 

(1 -j- z 2 ) a 1 

bleibende Integral schreibe man: 

f £ 2 d£ f dz C dz r 

J (i + * 2 )" — J (i + tf 2 )*- 1 — J (i + z*y 

und findet nach einer einfachen Zwischenrechnung: 

f dg _ 1 z ' 2a — 3 f ds 

J (1 + **)" ~ 2« — 2 (l + ^ 2 ) a ~ 1 + 2a — 2 J (1 + z*)"" 1 ' 
Die wiederholte Anwendung dieser Rekursionsformel führt schließ- 
lich auf I — ; — - = arctg z, 
J 1 + z* y 

Somit wird sich das Integral IV, abgesehen von einem Aggregat 

/ x a '\ 

rationaler Funktionen von x, durch die Funktion arc tg l j-, — ) dar- 
stellen lassen. 

Lehrsatz: Das Integral jedes rationalen Differentials berechnet 
sich als ein Aggregat von elementaren Funktionen, und zwar kommen 
hierbei neben rationalen Funktionen von x nur noch transzendente Funk- 
tionen der folgenden drei Gestalten zur Benutzung: 

log(x — a), log[(x — a') 2 + a" 2 ], arctg ( Tt — y 

6. Integration von Differentialen mit der w ten Wurzel aus 

einer linearen Funktion. 

Es seien a, b, c, d Konstanten, für welche nicht gerade ad = bc 
ist, und es sei n eine positive ganze Zahl. 

Erklärung: Unter B \x, 1/ ; — =) verstehe man eine Funk- 

\ f ex + d/ 

tion, welche durch Ausübung irgend welcher y ,rationalen u Bechnungen 

ax I b 

auf x und die n te Wurzel aus der linearen Funktion -J— - zu ge- 

ex -f- d 

winnen ist 1 ). 



l ) Ist ad = 6c, so gilt: 

ax -\- b a(ax -f~ 6) a(ax -\- b) a 

ex -\- d aex 4~ a d c (a x -\- b) c ' 

und also ist die lineare Funktion konstant gleich — • Dieserhalb wurde oben 
ad^bc gefordert. 
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Die Integration des zugehörigen Differentials B-dx gelingt durch 
Einführung einer neuen Variabelen y, welche mit x verknüpft ist 
durch : 

„v f/ax+b dy» — b 

(1) . . .0=1/ r-3, X — 



x + d' — cy* -\- a 

Es ergibt sich hierbei: 

(2) . . A-fm- B (^^^> 

n(ad — bc)y n " 1 , 

dx = — ^t -rz — dy, 

(a — cy n ) 2 

so daß sich B'dx in y als rationales Differential darstellt. 

Lehrsatz: Das Integral eines Differentials, welches rational in x 
und der n**" Wurzel einer linearen Funktion von x aufbaut, ist: 



transformiert sich vermöge der Substitution (1) auf das Integral eines 
in y rationalen Differentials. Letzteres Integral ist nach den in Nr. 5 
gegebenen Hegeln weiter zu behandeln. 



7. Integration von Differentialen mit der Quadratwurzel aus 

einer ganzen Funktion 2 ten Grades. 



Erklärung: Unter B(x, \a + 2b x + c# a ) wwd eine Funktion 
von x verstanden, welche durch Ausübung irgend welcher „rationalen" 

Rechnungen auf x und \ a -\- 2bx -\- ex 2 gewonnen werden kann. 

Es sei c^O, weil sonst der Fall der Nr. 6 vorliegt. 
Die unter dem Wurzelzeichen stehende ganze Funktion zweiten 
Grades werde abgekürzt durch: 

(1) g(x) = a + 2bx + ex* 

bezeichnet. Wir nehmen an, daß die beiden Wurzeln der Gleichung 
g(x) = verschieden von einander sind; anderenfalls ist nämlich g(x) 

das Quadrat einer linearen Funktion und also \g(x) rational. 

Es sind mehrere Fälle zu unterscheiden. 

Sind die Wurzeln der Gleichung g(x) = komplex, was für 
b 2 — a c <C eintritt , so ist die Funktion g (x) für alle endlichen 
(reellen) Werte x entweder nur positiv oder nur negativ ; denn g (x) ist 
stetig und kann für keinen (reellen) Wert von x durch hindurch- 
gehen. Aus b 2 <^ac folgt, daß auch a^O gilt, und daß a im Vor- 
zeichen mit der von verschiedenen Zahl c übereinstimmt. Da g(0) 
= a ist, so wird das Vorzeichen der Zahl a und also auch dasjenige 
von c zugleich das Vorzeichen aller Werte g(x) sein. 
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Ist nun c < 0, so ist yg{x) für keinen endlichen Wert x reell; 
dieser Fall sei ausgeschlossen. 

Falls b 2 — ac < gilt, ist c > anzunehmen, wobei yg(x) für 
edle Werte x reell ist. 

Ist b 2 — ac^> 0, so sind die Wurzeln von g(x) = reell. Sie 
mögen a und /3 heißen, und es sei ß > «. Die Linearfaktoren- 
zerlegung von #(#) ist: 

(2) 0(:z) = c(:r — «) (a — /S). 

Aus (2) ergibt sich: Ist b 2 — ac > 0, so ist yg(x) im Intervall 

« 5* # ^ reell, falls c <^0 ist; gilt aber c^> ö, so ist \g(x) ßr 
x <I ce, sowie für x ^ ß reell. 

Sollen nur solche Werte x zugelassen werden, für welche yg(x) 
reell ist , so gilt der Satz : Ist erstens c^>0, so sind für b 2 — a c < 
alle Werte x und für b 2 — ac > diejenigen außerhalb des endlichen 
Intervalls a << x < ß zulässig; ist c < 0, so hat man b 2 — ac^> 
zu fordern und x auf das Intervall a <J x ^ ß zu beschränken. 

Die Integration von B\x^ yg(x))'dx leistet man durch Substitu- 
tion einer neuen Yariabelen y, für deren Erklärung wir die beiden 
Fälle c > und c'<< trennen: 

I. Für c ^> setze man: 

(3) . . . y = x)Tc+lfr(xj, 2x = f ~* . 

b + y\c 

Man berechnet hieraus: 
W . . . IS»«!-^, 

Es werden somit x und \g(x) in y rationale Funktionen, und dx 
wird ein in y rationales Differential. Die weitere Entwickelung ge- 
schieht nach den Regeln von Nr. 5. 

IL Für c <C (und b 2 — ac > 0) setze man: 

+ uy 2 



.1/«=!, , = L 

f x — a 1 



(6) ....«/_„ _ _, * + *» 

wobei, wie schon bemerkt, x auf das Intervall « ^ # <^ ß ein- 
geschränkt bleibt. Man findet hier: 

y 



(7) 



V5fcj = - «) V - c I -jL- ; 



so daß man in «/ wieder zu einem rationalen Differentiale gelangt. 
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Lehrsatz: Ein aus x und der Quadratwurzel aus einer ganzen 
rationalen Funktion &*" Grades aufgebautes Integral: 



(8) 



I B (x, \a + 2 bx + ex 2 ) dx 



läßt sich in den beiden für uns in Betracht kommenden Fällen durch 
die Substitutionen (3) bzw. (6) auf das Integral eines in y rationalen 
Differentials reduzieren und ist demnach durch elementare Funktionen 
darstellbar. 

Beispiel. Das Integral: 

dx 



I 



Va + 2bx + x^ 
gehört zum Falle I. Die Substitution (3) liefert: 
f dx f dy 

J y a + 2 bx + x* ~ J v + o ~ ° 9{ + y) ' 

Es ergibt sich somit: 

(9) I dX = logib + x + Va + 2 bx + x 2 ). 

J V« + 2bx + x 2 



8. Normalformen für die Integrale mit ^a -\- 2bx -\- ex 2 . 

Um die beiden Fälle c > und c < zusammenfassend zu be- 
handeln, schreiben wir: 



[ B (x, Va + 2 bx ± ex 2 ) dx 



und verstehen unter c eine positive Zahl. 

Statt bei der Berechnung des Integrals unmittelbar nach Nr. 7 
zu verfahren, ist es vielfach zweckmäßig, das Integral zuvor auf gewisse 
Normalformen zu reduzieren. Dieses Verfahren setzt sich aus folgenden 
Schritten zusammen: 

I. Man führe eine neue Variabele z durch die folgende Substitu- 
tion ein: 

ex ~b b 
(1) *= , , 

\ac + b 2 

wodurch sich ergibt: 



Vc" Va-f 2bx±cx 2 = \ac^b* \l ±z 2 , dx = V acI F& 2 dfS 

c 

Man findet somit: 
(2) [ B (x, Va + 2bx ± ex 2 ) dx = f 2? a (*, Vi ± * 2 ) dz } 
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wobei rechter Hand R 1 eine neue, aus z und y 1 + z 2 vermöge ratio- 
naler Rechnungen zu gewinnende Funktion ist. 

IL Stellt it^ eine Summe mehrerer Glieder dar, so integriere man 
jedes Glied einzeln. 

Jedenfalls läßt sich das einzelne Glied in die Gestalt: 

(3) Gi (») + g a (*) V 1 ± ** 

(fsW + ©*(#) Vi ±* 2 

setzen, wobei G 1 (z), . .., 6r 4 (z) ganze rationale Funktionen von z sind; 
denn jede Potenz von y 1 + z 2 mit geradem Exponenten ist eine 
„ rationale " Funktion von z, und jede Potenz von ^l -jr z 2 mit un- 
geradem Exponenten ist das Produkt von y 1 i^ 2 und einer „rationalen" 
Funktion von z. 

Durch Erweiterung des Ausdrucks (3) mit (6r 3 — 6r 4 ylTj^) 
geht derselbe über in die Gestalt: 



a 7 (z) yi±z 2 

wo R 2 (z) und R s (z) wieder rationale Funktionen von z sind. 

Das Integral I B (#, V a + 2bx + ex 2 ) dx läßt sich somit, ab- 

gesehen von Integralen rationaler Differentiale, reduzieren auf eine Summe 
von Integralen der Gestalt: 



(5) 



C R 3 (z)dz 

J Vi±* a ' 



III. Jetzt trage man für R$(z) die Entwickelung in eine ganze 
Funktion, vermehrt um eine Summe von Partialbrüchen, ein und in- 
tegriere die entspringenden Glieder einzeln. 

Das Integral (5) läßt sich auf diese Weise reduzieren auf ein 
Aggregat von Integralen der vier folgenden Normalgestalten: 



C z n dz f dz 

J Vi ±* 2 ' J(* — ar iT± 



. . . . - . i- -, . - z 2 

(6) { •> r ""- ' v ' r — 

J [(* — «') 2 + a" 2 ] n V 1 ± * 3 ' J[(* — «') 2 + «" 2 ] w Vl±* 2 ' 
wobei w s/ete eine positive ganze Zahl (im ersten Fälle unter Einschluß 
von 0) bedeutet. 

Beispiel. Um das Integral: 

dx 



J 



V« + 2bx — ex 2 

zu berechnen, wendet man die Substitution (1) mit den unteren Zeichen 
an; es findet sich: 



Reduktion der Integrale mit Va -\- 2bx + ex*. Hl 

arc sin z. 



f dx J_ f dz _ _1_ 

J Va + 2bx — ex* ~ fc J Vi — z* ~ fc 



Man erhält so die Darstellung: 



f dx 1 /ex — b \ 

(7) • • . = -7= aresin ( . ) 

JV« + 25a; — ex* ^c \\b* + ae/ 



9. Partielle Integration bei Differentialen mit \ 1 ± z\ 

Bei der Weiterentwickelung der Integrale (6), Nr. 8, kann man an 
Stelle der Kegeln von Nr. 7 auch andere Methoden verwenden. 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir das erste Integral (6), Nr. 8, 
für welches man auf Grund der partiellen Integration eine Rekursions- 
formel gewinnen kann. 

Wir schreiben zunächst gemäß der Formel (3), S. 84: 

JV7T7* - JVi±**^ v 'Jv JVi±W 

I '"*" = 4- *— i V l 4- e * + (» — l) f *»-* Vi + e * de. 

JVTT7» ~ - ') ~ 

Erweitert man unter dem letzten Integral mit yl + z\ so folgt 

-*dz 



[ ** Ae = ± s»- 1 V7T7* + (« - i) [ 4L 



+ «* 



JVTT7' 



Setzt man das letzte Glied nach links hinüber, so ergibt sich eine 
Rekursionsformel, welche gestattet, das vorgelegte Integral auf ein eben 
solches mit einem um zwei Einheiten erniedrigten Exponenten n zu re- 
duzieren : 



/,x f *" dz , z»- 1 V 1 + * 2 _. n — lf z n ~*dz 

< l > }yt±7 = ± * + -T-JVTT^' 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formel wird man schließlich 
auf eines der folgenden Integrale geführt: 



(2) 



(3) 



I #dz . „/ ; 



dz 
(4) I , = arc sin z. 



TT 
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10. Fundamentalsatz über die Integrale algebraischer 

Differentiale. 

Die rationalen und die irrationalen Funktionen bezeichneten wir 
S. 11 zusammenfassend als elementare algebraische Funktionen. Ist 
(p(x) eine Funktion dieser Art, so nennen wir (p(x)dx ein „elemen- 
tares algebraisches Differential". 

In den vorangehenden Nummern ist die Integration von <p(x)dx 
für folgende drei Fälle durchgeführt: 

I. tp (x) = B (x), 

n. , w .,(, yiJTT). 

III. <p (x) = B (x, Va + 2 bx -f ex 2 ), 

und damit sind mittelbar auch alle diejenigen Fälle behandelt, bei 
denen qp (x) additiv aus mehreren solchen Funktionen aufgebaut ist. 
Es gilt aber folgender fundamentale 

Lehrsatz: Die drei genannten Typen algebraischer Differentiale 
sind die einzigen, bei denen f(x)= \ (p(x)dx eine „elementare" al- 
gebraische oder transzendente Funktion ist. Kommt in <p (x) entweder 
die Quadratwurzel aus einer den zweiten Grad übersteigenden ganzen 
Funktion oder aber die höhere Wurzel aus einer nicht-linearen Funktion 
vor, so ist f(x) im allgemeinen eine der Elementarmathematik nicht 
bekannte „höhere" transzendente Funktion. 

Die den Integralen der Gestalt: 

B (x, \a + bx -\- ex 2 -)- dx 3 ) dx 



i 



zugehörigen sogenannten „elliptischen" Funktionen bilden die niederste 
Klasse dieser höheren transzendenten Funktionen. 



11. Partielle Integration bei transzendenten Differentialen. 

Ist (p(x) eine transzendente Funktion, so werden wir (p(x)dx als 
ein „transzendentes Differential" bezeichnen. 

Es gibt einige Typen transzendenter Differentiale, bei denen man 
mit Vorteil von der „partiellen Integration u Gebrauch machen kann. 

I. Die Differentiale sin m x cos n xdx. 

Formel (3), S. 84, liefert, wenn man cos xdx = dsinx setzt: 

I sin m x cos n xdx = cos n '^ 1 x I sin m x dsinx 

x sin x I sin m x d sin x) dx, 



-f- (n — 1) I (cos n — 2 xsinx I si 



I 
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COS n ~ 1 x sin m + l x 
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sin m x cos n xdx = 



m -f- 1 

H : — - I cos n — % x sin m+2 xdx. 

m + 1J 



Setzt man im letzten Integral sin m x (1 — cos 2 x) für sm m+2 rc, 
so folgt: 

f ._ _ , cos" -1 :*; sw m+1 <r 

j M 



sin m a? cos n a?da; = 



m + 1 



^ ; — - I cos n ~~ a rc sin m xdx ; — I 

m + 1 J »» -f 1 J 



cos w a? sintxdx. 



Bringt man hier das letzte Glied rechter Hand nach links, so 
ergibt sich die erste der beiden folgenden Rekursionsformeln: 



(i) 



• < 



i 



sin m x cos n xdx 



sin m + 1 x cos tl ~ 1 x n — 

r 



(2) 



• < 



1 i I " \ St 

m + n m -+- nj 

I sin m x cos n xdx 



sin m x cos" ~ 2 xdx, 



stn m ^ 1 x cos"+ 1 x , m — 1 f . M , m _ 

+ ; — I stn m ~" 2 x cos" xdx: 

~ ' nj 



m -\- n m -\- n 

die zweite Formel beweist man analog. 

Lehrsatz: Das Integral des Differentials sin m x cos" xdx, in 
welchem m und n irgend welche nicht-negative ganze Zahlen sind, läßt 
sich vermöge der Rekursionsformeln (1) und (2) auf eines der der 
Integrale : 



I dx = x, I 

J 



cos x dx 



= sinx, I sin xdx = — cosx, 



sinx cos xdx = l / 2 sin 2 x 



reduzieren; das fragliche Integral ist demnach durch „elementare" trans- 
zendente Funktionen darstellbar. 

e* 
II. Die Differentiale x n e x dx und — dx. 

x 

Die Regel der partiellen Integration ergibt: 

\x"e x dx = x"\e x dx — n (a? w_1 I e* dx) dx, 



(3) 



x n e x dx =x n e x — n x n ~ l e x dx. 



Fricke, Leitfaden. 



8 
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Ist n von 1 verschieden, so gilt weiter: 

(4) • • I — dx = — t , x „ . H r -tt-y dx. 

Lehrsatz: Bedeutet n eine nicht-negative ganze Zähl, so läßt sich 

\x n e x dx durch die Rekursionsformel (3) schließlich auf \e x dx = e x 

C e* 
reduzieren; beim Integral I — dx mit positiver ganzer Zahl n gelangt 

man vermöge (4) schließlich zum Integral I — dx, welches eine „höhere" 

J * 
transzendente Funktion darstellt 

III. Die Differentiale x~~ sinxdx und x cosxdx. 
Hier liefert die partielle Integration die Rekursionsformeln: 

• • I x n sinxdx = — x n cosx -\- n I x n ~~ l cosxdx, 

• • I x n cosxdx = x n sinx — n\ x n ~ x sinxdx, 

C sin x , sinx , 1 f cosx , 

J x n (n — l)# n_ * w — 1 J üc n * 

f cosx cos x 1 f sm # , 

' J "#""" ~~ ~ (n — l)*"- 1 "" w~^T J ä^ - *' 

wobei in den letzten beiden Formeln n ^> 1 gilt. 

Lehrsatz: Die Integrale J x n sinxdx und I x n cosxdx lassen 

sich, falls n eine nicht -negative ganze Zahl ist, durch elementare trän- 

i sin x i co^ x 

szendente Funktionen darstellen. Die Integrale I dx tmd I dx 

J x n J x n 

mit einer ganzen Zahl n ^> führen dagegen (abgesehen von elemen- 
taren transzendenten Gliedern) auf die „höheren" transzendenten Funk- 



(5) 



(6) 



(7) 



(8) 



f stnx 7 _ f cos x _ 

foonew l a# und I a#. 

J oc J x 



12. Entwickelung von — in ein unendliches Produkt. 

Formel (2), Nr. 11, gestattet eine bemerkenswerte Anwendung auf 
die Entwickelung der Zahl % in ein unendliches Produkt. 

Nimmt man in jener Formel die ganze Zahl m ^> 1 und n = 0, 

7t 

und integriert man zwischen den Grenzen und — , so folgt: 
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n n 

7 T 



I sin m xdx = I sin m ~ 2 xdx. 

J m J 

o o 

Bei wiederholter Anwendung dieser Rekursionsformel kommt man, 

je nachdem m ungerade oder gerade ist, schließlich auf das erste oder 

zweite der folgenden Integrale: 



n rc 

2 T 



I sinxdx = 1, I dx = — 





Es ergibt sich auf diese Weise: 

n 
T 

/i\ f ' 2»+l 7 2 4 6 2« 

(1) . . .1 sin in+1 xdx = — • — • — . 



3 5 7 2w+ r 
o 



ji 
T 



(2) 



f • 2* a * 1 3 5 

. I $in 2n xdx = —----. — .-— 

J 2 2 4 6 



2w_—_l 
2n 



o 
Da nun im Inneren des ganzen Integrationsintervalls sinx einen 
positiven echten Bruch darstellt, so gilt für jedes ganzzahlige m> 0: 



n 7t 

7 7 



sw m # > sw m+1 # und also I sin m xdx > I siw m+1 #da?, 



I sin m # d# >► I s« 



o o 

wie aus der Bedeutung des bestimmten Integrals (vgl. S. 85 ff.) her- 
vorgeht. 

Setzt man in der letzten Ungleichung erst m = 2n — 1 und 
sodann m = 2w, so ergeben sich aus (1) und (2) die Ungleichungen: 

2 4 6 2w — 2 . n 1 3 5 2w — 1 

357 2w~ 1^2 2 46 2w * 

tf 1 3 5 2n — 1.246 2w 



2246 2n ^ 3 5 7 2w+l 

oder nach leichter Umrechnung: 

n_ 2 2 4 4 6 6 2n — 2 2w 



2^1 3 3 5 5 7 2n- i 2w — 1' 



rc^2446^ 2w 2n 



2 


n 




2 


2 


n 


— 


1 




2 


w 





2^1 3 3 5 5 7 2n— 12n + l 

Je größer n ist, um so weniger unterscheiden sich die rechten 
Seiten der beiden letzten Ungleichungen; es nähern sich diese beiden 
Produkte für lim, n = od der gleichen Grenze. Es ist also: 

8* 
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(3) • • — = lim. I — • — • — • — • — ••• i . 

w 2 n =oo\l 3 3 5 5 2n — l/ f 

was man auch ausdrückt durch den 

7t 

Lehrsatz: Die Zahl -— läßt sich in das als „konvergent" zu be- 
zeichnende 1 ) unendliche Produkt entwickeln: 

( ' " * " ' 2 ~~~ 1 ' ~3 # 3 ' 5 ' 5 ' 7 ' 7 '" 

13. Integration durch unendliche Beinen. 

Wenn es nicht gelingt, das Integral eines vorgelegten Differentials 
<p(x)dx durch eine der bisher entwickelten Methoden zu berechnen, 
so kann man versuchen, dieses Ziel vermittelst einer Reihendarstellung 
des Integrales zu erreichen. 

Die Funktion (p (x) sei in die Potenzreihe : 

(1) . . . <jp (x) = a -f - a x x + a 2 x % -\- a 8 x* + • • • 

entwickelbar, von welcher angenommen werden soll, daß sie im Inter- 
vall — g < x < -(- g konvergent sei. 

Indem wir die Gleichung (1) mit dx multiplizieren und gliedweise 
integrieren, ergibt sich: 



(2) 



[<p(x)dx=C + a<) x + ^x* + £*» -f- Jx 4 + 



wo C die Integrationskonstante ist. 

In der Tat kann man zeigen (was jedoch hier nicht ausgeführt 
wird), daß die in (2) rechts stehende Reihe in demselben Intervall 
— 9 <C x <C + 9 konvergiert wie (1), und daß sie in diesem Intervall 

die Funktion I <p (x) d x darstellt (vgl. den letzten Lehrsatz in Nr. 4, 

S. 58). 

Als Beispiel gelte: 

C sinx , ' „ . x s , x* x 7 

(3) dx = C + x h •••, 

w J x ^ 2!- 3* ^ 4!-5 2 6!-7 2 ^ 

eine Reihe, die für alle endlichen x konvergent ist. 

In dieser Reihe besitzen wir nunmehr ein Mittel, die in (3) links 
stehende „höhere transzendente Funktion u (vgl. den Lehrsatz am Ende 
von Nr. 11, S. 114) wenigstens angenähert zu berechnen. 



l ) Vgl. die Entwickelungen von S. 54 ff. über Konvergenz unendlicher 
Reihen. 



Vierter Abschnitt. 

Funktionen mehrerer unabhängiger 



Erstes Kapitel. 

Differentiation und Integration der Funktionen mehrerer 

unabhängiger Tariabelen. 



1. Die Funktionen zweier unabhängiger Variabelen. 

Es seien x und y zwei voneinander unabhängige Veränderliche. 

Erklärung: Ist die Variäbele z derart an die beiden „unab- 
hängigen" Variabelen x und y gebunden , daß zu dem einzelnen Werte- 
paar x, y stets ein Wert oder eine Anzahl von Werten der „abhängigen"' 
Variahelen z nach einem bestimmten Gesetze zugehört, so heißt z eine 
„Funktion" der beiden unabhängigen Variabelen x und y. 

Auf diese Funktionen zweier Veränderlichen überträgt man alle 
Begriffsbestimmungen, Bezeichnungsweisen und Einteilungsprinzipien, 
welche S. 2 ff. für die Funktionen einer Variabelen ausgebildet wurden. 

So braucht man z = f(x, y) oder z = g(x, y) usw. als sym- 
bolische Bezeichnungen für Funktionen; man bezeichnet beispielsweise 
z = ax s +• bxy — cy h als eine „rationale ganze", z = sin (5x — 1 y) 
als eine „ transzendente Funktion" der Variabelen x und y\ man sagt, 
durch xz 2 — Szsiny + 2 = sei eine Funktion z von x und y 
„implizite" oder „unentwickelt" erklärt usw. 

Zur geometrischen Deutung der Wertepaare der Variabelen x, y 
dienen die Punkte einer Ebene („Zahlenebene*), in welcher ein recht- 
winkliges Koordinatensystem zugrunde gelegt ist; der Punkt der Ko- 
ordinaten x, y oder, wie wir kurz sagen, der Punkt (#, y) ist das Sinn- 
bild des Wertepaares x, y. 

Um daraufhin eine geometrische Versinnlichung der einzelnen Funk- 
tion z = f(x, y) zu gewinnen, trage man z als dritte Koordinate im 
Punkte (x, y) auf der Zahlenebene senkrecht auf, verstehe also unter 
x, y, z rechtwinklige Koordinaten im Räume. 
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Wie in der analytischen Geometrie des Raumes gezeigt wird, stellt 
dann die Gleichung z = f(x y y) eine Fläche dar. 

Lehrsatz: Die bei rechtwinkligen Koordinaten x, y, z durch 
z = f(x,y) dargestellte Fläche benutzt man als geometrisches Bild der 
Funktion f(x,y); die in den einzelnen Punkten (x,y) der xy- Ebene 
senkrecht errichteten Koordinaten z der Flächenpunkte liefern direkt die 
Funktionswerte f(x, y). 

2. Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit der Funktionen f(x,y). 

Bei den Funktionen f(x, y) treten Erscheinungen auf, welche den 
Funktionen f(x) einer Variabelen noch fremd sind. 

Als Beispiel betrachten wir erstlich die rationale Funktion: 

2xv 
(l) z = -z— - 

v ; * 2 4- y 2 

Dieselbe ist für alle endlichen Wertsysteme x, y eindeutig, abgesehen 
vom Wertsysteme x = 0, y = 0, wo die rechte Seite von (1) unter 
der unbestimmten Gestalt | erscheint. 

Gleichwohl erhalten wir einen bestimmten Grenzwert für die Funk- 
tion (1), wenn wir einen geeigneten Weg vorschreiben, auf welchem der 
Punkt (x, y) in der xy- Ebene den Nullpunkt erreichen soll. 

Führen wir nämlich in der xy- Ebene Polarkoordinaten r, & ein, 
indem wir x = r cos #, y = rsinft setzen, so liefert (1): 

(2) z = sin 2 &. 

Wenn man also, wie in Fig. 51, in der xy- Ebene einen Weg be- 
schreibt, der unter dem Winkel # gegen die positive x- Achse im Null- 
Y\gr m 51. punkte einmündet, so erhalt man als 

y-Achse Grenzwert der Funktion den eindeutig 

bestimmten Wert sin 2 -0*. 

Die in (1) erklärte, im allgemeinen 
eindeutige Funktion z ist für x = 0, 
y = unendlich vieldeutig. Die Funk- 
tionswerte z für dieses Argumentenpaar 
k . variieren zwischen — 1 und -\- 1, und 
man kann den Weg des Punktes (x, y) 
nach der Stelle (0,0) so einrichten, daß 
als Funktionswert ein beliebiger Wert des 
Intervalls — 1 ^ z <[ + 1 erreicht wird. Man sagt, die Funktion 
(1) werde für x = 0, y = „stetig-vieldeutig". 

Diese Eigentümlichkeit der Funktion (1) kommt an der zugehörigen 
Fläche (Zylindroid) direkt zur Anschauung. Die Gestalt dieser Fläche, 
welche aus lauter horizontalen Geraden aufgebaut erscheint, macht man 
sich auf Grund der Gleichung (2) am leichtesten deutlich. 




(3) 
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Von der Funktion: 

x — 2y 



x* — 2x + y 2 

stelle man fest, daß sie sowohl für x = 0, y = 0, als für x = 8 /ö» 
y = 4 / 6 stetig-vieldeutig wird. Es handelt sich hierbei um die beiden 
Schnittpunkte der durch x — 2y = dargestellten Geraden mit dem 
Kreise x 2 — 2 x -\- y 2 = des Radius 1 um den Punkt (1,0). 

In allen anderen Punkten der Peripherie dieses Kreises hat man 
z = oo : Die Funktion (3) zeigt somit „ Unstetigkeit durch Unendlich- 
werden" längs der ganzen Peripherie dieses Kreises, abgesehen von den 
beiden Schnittpunkten des letzteren mit der Geraden x — 2y = 0, wo 
die Funktion „stetig-vieldeutig" wird. 

Auch kann es vorkommen, daß eine Funktion einen isoliert liegen- 
den Unstetigkeitspunkt aufweist. Dies findet z. B. bei der Funktion: 

,a\ bx 2 — y 

(4) z = — ■ 

(x — l) 2 + 3 {y — 2) 2 

im Punkte x = 1, y = 2 statt. 

Um nun den folgenden Betrachtungen eine möglichst einfache 
Grundlage zu sichern, betrachten wir die Funktionen in der Kegel nur 
für solche Wertsysteme (x, y) der Argumente, für welche sie „eindeutig" 
bestimmte, „endliche 11 Werte haben, die man in „stetigem" Übergange 
erreicht, von welcher Richtung man sich auch der Stelle (x, y) in der 
xy-Ebene stetig annähern mag. 

Dies setzt übrigens voraus, daß wir im Falle einer irrationalen 
Funktion bei den etwa auszuziehenden Quadratwurzeln über die Vor- 
zeichen feste Bestimmungen treffen, und daß wir, sofern rfyklometrische 
Funktionen auftreten, uns etwa der Hauptwerte dieser Funktionen 
bedienen. 

8. Differentiation der Funktionen z = f(x, y). 

Erklärung: Falls man z = f(x, y) bei konstant gedachtem y 
als Funktion von x allein differenziert , so spricht man von einer „par- 
tiellen" Differentiation von f(x, y) nach x und nennt das Ergebnis „par- 
tielle" Ableitung oder „partiellen" Differentialquotienten in bezug auf x 
oder kurz nach x. 

Die partielle Ableitung von z = f(x, y) in bezug auf x wird durch: 

bezeichnet. Aus dieser Ableitung wird das „partielle Differential" der 
Funktion z nach x (siehe S. 1 9) durch Multiplikation mit d x gewonnen : 



(2) 



. . d x z = d x nx,y) = f^x,y)dx = (^^\dx. 
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Ganz entsprechende Festsetzungen und Bezeichnungen gelten für die 
Differentiation von f(x, y) in bezug auf y. 

So hat man z. B. für die Funktion z = az* + bxy — cy h : 

— = Sax 2 + by, — - = bx — 5cy 4 . 

ox cy 

Erklärung: Die Summe der beiden partiellen Differentiale: 

nennt man „totales oder vollständiges Differential u der Funktion z = f(x, y) 
und bezeichnet dasselbe durch dz = df(x, y): 

(3) . . de = mx , y) = *f^ d3;+ d Jgjl d y. 

ex cy 

Entspricht den zunächst endlich gewählten Änderungen dx und 
z/ydie Änderung dz der Funktion z = fix, y), so gilt: 

Az = fix + dx, y + dy) — f(x,y). 
Diese Gleichung wandele man unter Benutzung der Abkürzung 
y x = y 4 ^y *& folgende um: 

4z = f{x + dx,y x ) — f(x,yi) + fix,y + dy) — fix,y\ 
wofür man auch schreiben kann: 

Ab = A* + 4x, y x ) - fix, Vl ) # ^ 

dx 

(4) • • • { 

, ffav + dy) — fjx,y) . 

4 y 

Läßt man hier dx und dy gleichzeitig aber unabhängig vonein- 
ander unendlich klein werden, so werden die beiden rechts stehenden 
Quotienten gleich f£ix, y{) und fyix, y), und für 4 x und dy haben 
wir die Differentiale dx und dy zu schreiben. 

Wir nehmen nun an, daß die am Schlüsse von Nr. 2 (S. 119) 
formulierten Eigenschaften der Eindeutigkeit und Stetigkeit auch für 
die hier und weiterhin zu benutzenden abgeleiteten Funktionen von 
fix, y) zutreffen. Dann wird die bei dem eben vollzogenen Grenz- 
übergange auftretende Ableitung f' x ix, y t ) für lim. y x = y gleich dem 
eindeutig bestimmten Funktionswerte f' x ix, y), und die rechte Seite der 
Gleichung (4) geht in das totale Differential [siehe (3)] über. 

Lehrsatz: Werden die gleichzeitigen Abänderungen der Argu- 
mente von z = f(x, y) unendlich Mein, so wird dabei die Abänderung 
der Funktion schließlich gleich dem totalen Differentiale dz = df(x, y). 

Beispielsweise gilt für die Funktion z = ax z -\- bxy — cy h 
hiernach als die den dx und dy entsprechende«, unendlich kleine 
Abänderung: 

dz = iSax* 4 by)dx 4 (P x — 5cy*)dy. 
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4. Differentiation impliziter Funktionen einer Variabelen. 

Ist y durch die Gleichung f(x,y) = implizite als Funktion von 

dy 
% gegeben, so war zur Berechnung von — bisher die Auflösung von 

f(x, y) = nach y erforderlich. Letztere Operation läßt sich in fol- 
gender Art vermeiden. 

Man setze zunächst z = f(x y y) und sehe x und y als unabhängige 
Variabele an; dann gilt für die den Differentialen dx % dy entsprechende 
Abänderung dz von z: 

dx ^ dy y 

Sollen fortan wieder nur solche Wertsysteme x y y vorkommen, für 
welche z = f(x, y) = gilt, so hängen x und y vermöge dieser 
Gleichung voneinander ab, und es sind nur noch solche gleichzeitigen 
Abänderungen dx und dy von x und y zulässig, für welche z konstant 
gleich bleibt und also dz verschwindet. Man findet somit: 

df(x,y) 

d) . . iZfiyö dx + df(x ' u) d V = o *± = 2*_. 

W dx aX± dy ay — ^ dx df(x,y) 

dy 

Lehrsatz: Ist y als Funktion von x „implizite" durch die 

Gleichung f(x, y) = gegeben, so berechnet man den Differential- 

d y 
quotienten — vermöge partieller Differentiationen auf Grund der zweiten 



Gleichung (1), 








So findet man z. B. bei 








x 2 , v 2 

* + & - * = ° 


sofort 


dy 

dx 


b 2 x 
a 2 y 



in Übereinstimmung mit (2), S. 45. 



6. Verallgemeinerung auf Funktionen beliebig vieler 

Variabelen. 

Ist die Anzahl n der vorliegenden unabhängigen Variabelen ]> 2, 
so bezeichnet man letztere zweckmäßig durch x 1% x 2 , . .., x n . 

Begriff und Einteilung der Funktionen /*(#!, # a , ..., x n ) dieser 
n Variabelen wird man von den oben behandelten Fällen n = 1 und 
n = 2 aus sofort für beliebiges n verallgemeinern. 

Differenziert man die Funktion y = f(x 1% x 2 , . • ., x n ) bei konstant 
gedachten (n — 1) Variabelen x 1% ..., #k-i> #fc + ii •••» x * ^ 9 Funktion 
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von Xu allein, so gewinnt man die „partielle Ableitung* bzw. das „par- 
tielle Differential* nach x^\ 

dy _ d f(x x , . . . , x n ) 
d xjc" d Xk 






(2) d Xlc y = d^fix^.^Xn) = fz lt (x u ...,x n )dx k = '"'" n dx k . 

O Xje 

Ändert man gleichzeitig die n Argumente um die n voneinander 
unabhängig zu denkenden Differentiale dx x , dx%, . .., dx n , so heißt die 
entsprechende Änderung dy = df(x 1 , . .., x n ) der Funktion das zu 
dx x , . .., dx n gehörende „totale Differential". 

Für dieses totale Differential gilt der 

Lehrsatz: Das zu dx 1 , ..., dx n gehörende totale Differential dy 
ist gleich der Summe aller n partiellen Differentiale von y = f(x lf . . ., x n ), 
welche zu dx x , ..., dx n , einzeln genommen, gehören: 

(3) dy = df(x ly . .., x n ) = — dx x + g— dx 2 + ••• + g — dx n . 

Der Beweis ergibt «ich durch Verallgemeinerung der bei n = 2 
in Nr. 3 befolgten Überlegung. 

6. Differentiation zusammengesetzter Funktionen. 

Setzt man in der betrachteten Funktion y = f(x x , x 2 , ..., x n ) 
die Argumente mit Funktionen einer einzigen Variabelen x: 

(1) . . ,x 1 = q>i(x), x 2 = q> 2 (x), . . ., x n = <p n (x) 

gleich, so wird dadurch offenbar auch y eine Funktion von x allein. 
Wir sprechen hier, wie in dem S. 11 besprochenen Falle n = 1, von 
einer „zusammengesetzten Funktion*. 

Da die Gleichung (3), Nr. 5, für beliebige dx x , ..., dx n gilt, so ist 
sie auch für diejenigen Differentiale richtig, welche man auf Grund der 
Gleichungen (1) bei einem Zuwachs von x um dx berechnet: 

(2) dx x = {-T^jdx = q>' x (x)dx, ..., dx n = ( -=-^Jdx — <p' n (x)dx. 

Tragen wir diese Ausdrücke der dx x , ..., dx n in (3), Nr. 5, ein 
und teilen durch dx, so ergibt sich der 

Lehrsatz: Ist y = f(x x , ..., x n ), und sind x x = (p x (x), ..., 
x n = (p n (%) Funktionen der einen unabhängigen Variabelen x, so ist 
auch y eine Funktion von x allein, und man berechnet die Ableitung von 
y nach x auf Grund der Formel : 

(3) . dy = dy dXl l dy dx * I I dy dXn , 

dx dxi dx dx 2 dx dx n dx 

Für n = 1 ergibt sich die Regel (2), S. 27, wieder. 
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Ist z. B. y = x^j so ergibt sich: 

Ix-*''** Jx- +X * l0gX >"dx-' 



dy 
d 



in Übereinstimmung mit Formel (1), S. 29. 



7. Die partiellen Ableitungen höherer Ordnung. 

Erklärung: Wenn man die nach X{ genommene partielle Ab- 
leitung fx { der Funktion f(x^ x 2 , ..., x n ) partiell nach Xk differenziert, 
so entspringt die durch: 

(1) ' ' ' _ ^ = 8^ = ^ ( *'*'-'''*' l) 

zu bezeichnende ^partielle zweite Ableitung"" (Ableitung zweiter Ordnung) 
von ffa, .. ., x n ) nach Xi und x*. Entsprechend definiert man die par- 
tielle dritte Ableitung f^ ** *, usw. 

Bei einer Funktion z = f(x, y) zweier Variabelen hat man dem- 
nach zunächst die vier partiellen Ableitungen zweiter Ordnung: 

/« d *f — f » **f _,.. JlL — f ÜlL — f 

{) d^~' x " fadj — '*"' dydx~ tyx ' dy*~ tyy ' 

Betreffs der höhereu Ableitungen von f(x, y) gilt nun folgender 

Lehrsatz: Bas Ergebnis mehrerer nacheinander ausgeübter 
Differentiationen nach verschiedenen Argumenten ist von der Reihenfolge 
dieser Differentiationen unabhängig. 

Um z. B. die Identität der beiden Funktionen f£ y und fy X zu 
beweisen, wenden wir auf die gleich näher zu erklärende Funktion F(x) 
den Mittelwertsatz (vgl. S. 59) an: 

(3) . . F(x + h) — F(x) = F'(x + &h) -h, < # < 1. 

Unter F(x) soll aber die Funktion: 

F(x) = f(x,y + Jc) — f(x,y) 

▼erstanden werden, in welcher somit y und h vorerst als konstant 
gelten. Man findet: 

/(* + h,y + k)-f(x + h,y) - f(x,y + k) + f(x,y) 
= [fx (x + »h,y + k)- f' x {x -f »h, y)] ■ h. 

Der rechts mit h multiplizierte Ausdruck kann als Funktion von 
y wieder nach dem Mittelwertsatze umgestaltet werden ; so ergibt sich : 

f(x + h,y + k) — f(x + h,y) - f(x,y + k) + f(x,y) 

= fx„(x + &h,y + d'fc) • hk. 
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Nun kann man aber die vorstehende Rechnung auch in der Art 
ausführen, daß man erst y und dann x als variabel ansieht; es findet 
sich so auf ganz analogem Wege für die linke Seite der letzten 
Gleichung der Wert: 

fyx(x + &'h,y + fr'"k) -hk. 

Dieserhalb muß die Gleichung bestehen: 

f*v(x + *h, V + &k) = fi.(x + #"Ä, y + *"'*). 

Läßt man hier h und Je gleichzeitig bis abnehmen, so folgt, der 
Behauptung entsprechend, fxy = fy X * 

So findet man z. B. für z = 5x 2 y* — e 8x +v tatsachlich: 

%** Ü*Z zx + y 

— — 30xy 2 — Se . 



dxdy dydx 



8. Die totalen Differentiale höherer Ordnung. 

Erklärung: Sieht man das zu dx und dy gehörige Male Diffe- 
rential dz einer Funktion z = f(x, y) als Funktion von x und y allein 
an und berechnet von dieser Funktion dz das totale Differential für die- 
selben Differentiale dx und dy der Argumente, so entspringt das zu dx 
und d y gehörende „totale Differential zweiter Ordnung* d(dz) = d 2 z. 
Entsprechend definiert man die totalen Differentiale der 3 ten , 4**" usw. 
Ordnung d s z, d*z, •••. 

Nach den Entwickelungen von Nr. 3 hat man: 

d'z = d(d,) = d -^dx + d -^ dy. 

dz dy 



Andererseits ist: 



dz = 5— dx + — dy, 
dx dy 



und da, dz bei fest bleibenden dx, dy als Funktion von x und y auf- 
gefaßt werden sollte, so folgt: 

d(dz) d*f , , d*f A d(dz) d'f , .d*f. 

a — = ^~ dx + o o dy> ~-k — - = öT*o- dx + TT1 dy- 
dx dx 2 dydx dy dxdy dy 2 

Unter Benutzung des Lehrsatzes in Nr. 7 ergibt sich somit: 

d 2 f d 2 f d 2 f 

(1) . . d 2 z = ^dx 2 + 2— J- dxdy + ^dy 2 . 

dx 2 dxdy oy 2 

Allgemein gilt der 

Lehrsatz: Das zu dx und dy gehörende totale Differential 
n ter Ordnung der Funktion z = f(x, y) stellt sich mit Hufe der S. 32 
erklärten Binomialkoeffizienten der n ten Potenz in der Gestalt dar: 



(2) 



• < 



d n e = 
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_l ( n \ — ®lf dx n ~ 2 dy* + -.. 4- — dy n . 

^ \2j dx»-*dy* y ^ ^ dy n y 



Der Beweis wird durch den Schluß der „vollständigen Induktion u 
(vgl. S. 33) geführt. 

Ist die Formel (2) für n richtig, so berechne man: 

d« + '* = *(*,) = ^ dx + ^> dy, 

dx cy 

wobei man für d n z die rechte Seite der Gleichung (2) eintrage. Indem 
man den entspringenden Ausdruck auf Grund der Kegel: 



(i)+(*:,)=en 



zusammenzieht, gewinnt man die für (n -f- 1) statt n gebildete Formel 
(2), so daß sie auch noch für (n + 1) gilt. Da Formel (2) aber in 
(1) für w = 2 wirklich bewiesen ist, so gilt sie hiernach allgemein. 

Die Definition der totalen Differentiale höherer Ordnung einer 
Funktion y=zf{x^ x 2 , . . ., x n ) von n unabhängigen Variablen x v . . ., x n 
wird man nach Analogie des Falles w = 2 sofort vollziehen. 

Als Beispiel merken wir das totale Differential 2 ter Ordnung an: 



(3) 



d 2 f c 2 f 

!-i **/ + ••• + IA *~* 

d x{ L d x; 



#* = a*f(x l ,...,xj = Z-L dx* + ••• + ri^J 



d*f d 2 f 

+ 2 a„ a«. dx x dx 2 + ... + 2 r- z— dXn-tdXn. 

OX 1 OX 2 GX n —idX n 



9. Integration zweigliedriger totaler Diflferentialausdrüoke. 

Mit Hilfe zweier Funktionen qp (x, y) und ^ (x, y) der voneinander 
unabhängigen Variabelen x und y bilde man den zweigliedrigen Diffe- 
rentialausdruck : 

(p{x, y)dx + 1>(x, y)dy. 

Erklärung: Im Anschluß an Nr. 3 soll dieser Ausdruck stets 
und nur dann als ein „totales (vollständiges) Differential" oder ein 
„totaler (vollständiger) Differentialausdruck! 1 bezeichnet werden, falls eine 
Funktion z = f(x, y) existiert, für welche: 

(1) . . . dz = df(x, y) = <p(x, y)dx + tl>(x, y)dy 

zutrifft. Diese Funktion f(x, y) heißt alsdann „Integral* des voll- 
ständigen Differentials (<p dx -\- tydy). 

Aus (1) ergibt sich auf Grund von (3), S. 120: 

/ ^ d f ir ^ d f 
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Durch erneute Differentiation findet man: 

8 y (x, y) _ d*f 8 » (x y y) _ d*f 

dy dxdy* dx dydx* 

und da die beiden hier rechts stehenden Funktionen einander gleich 
sind (vgl. S. 123), so folgt: 

8 q> (x, y) d 1> (x, y) 



(2) 



dy dx 



Lehrsatz: Die Bedingung (2) ist nun nickt nur notwendig, sondern 
auch hinreichend dafür , daß ((p d x -\- tydy) ein vollständiges Diffe- 
rential ist. 

In der Tat gelingt unter der Bedingung (2) die Angabe eines 
Integrals f(x, y) auf folgendem Wege : 

Da - — gleich <p (#, y) sein soll, so folgt, wenn man (p bei konstant 

X 

gedachtem y nach x integriert: 

(3) f(x,y) = \<pdx + zfcf). 

An Stelle der „ Integrationskonstanten a ist hier die von y allein 
abhängende Funktion % (y) zu setzen , da von derselben nur Unab- 
hängigkeit von der „ Integrationsvariabelen u #, aber nicht von y zu 
fordern ist. 

Es fragt sich nun, ob man %(y) so bestimmen kann, daß die 
- durch (3) gegebene Funktion f(x, y) das gewünschte Integral ist. Hierzu 

' ist hinreichend und notwendig, daß tt— mit der gegebenen Funktion 

dy 

ty (x, y) identisch ist : 

(4) |£ = * = £ \<päx+«jM t *m = *- f \<p dx . 

dy dy) x dy dy dy) 

Damit die letzte Gleichung möglich ist, muß auf ihrer rechten 
Seite eine Funktion von y allein stehen. Dies ist in der Tat der 
Fall; denn die Ableitung nach x des auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung stehenden Ausdrucks verschwindet zufolge (2): 

0* _ 8 2 f _ 8* 8_ /_8_ f \ 8j^ ^p 

dx dydx)^ dy dy\dx)^ ) dx dy * 

die rechte Seite der letzten Gleichung (4) erweist sich somit als von x 
unabhängig. 

Der an % (y) gestellten Bedingung genügt hiernach die Funktion r 

(5) . . . . %{y) = \yt — — \<pdx\ dy + C, 

wo C eine von x und y unabhängige Größe ist. 
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Durch Einsetzung dieses Wertes von % (y) in Formel (3) gewinnt 
man als „Integral des totalen Differentials (q)dx -f- ^dy) u : 



(6) 



A*. V) = \<P dx + j[* — ^ \<pdx] dy + C. 



10. Differentiation und Integration eines bestimmten Integrals 

naoh einem Parameter. 

Man verstehe unter x, y, z rechtwinklige Raumkoordinaten und 
zeichne in der x y -Ebene das in Fig. 52 scharf umrandete Rechteck, 



7 = 



Fig. 52. 



I 

1 



x=a 



i 
1 



i 



x=b 



dessen Seiten durch die vier 
Gleichungen x = a, x = b, 
y = c und y = d dargestellt 
sind. 

Eine vorgelegte Funktion 
tp (x, y) sei für alle vom In- 
neren und vom Rande des 
fraglichen Rechtecks geliefer- 
ten Wertsysteme x, y eindeutig 
und stetig. 

Längs der vier Seiten des Rechtecks denke man Ebenen senkrecht 
zur x y- Ebene errichtet, welche bis an die durch z = <p (x, y) dar- 
gestellte Fläche heranreichen. Durch letztere Fläche, jene vier Ebenen 
und die x y -Ebene wird ein Volumen eingegrenzt, dessen Inhalt V be- 
stimmt werden soll. Die Maßzahl V soll dabei genau wie bei der 
Quadratur der Kurven (vgl. S. 91) positiv oder negativ gerechnet 
werden, je nachdem das betreffende Raumstück oberhalb oder unter- 
halb der xy-Ebene liegt 1 ). 

Zur Bestimmung von V zerlege man das Rechteck durch zwei 
Systeme von Geraden, die zur #-Achse bzw. y- Achse parallel laufen, in 
unendlich kleine Rechtecke. Ein einzelnes dieser Rechtecke habe die 
Seiten dx und dy. Der Inhalt dieses Rechtecks ist dx • dy; auf dem- 
selben steht als zugehöriger Bestandteil des Volumens V ein vierseitiges 
Prisma vom Rauminhalt z • dxdy. 

Man lege nun zunächst bei konstantem x und dx alle unendlich 
kleinen Prismen aneinander, die über dem in Fig. 52 schraffierten 
Streifen stehen. So gewinnen wir vom Volumen V eine Scheibe des 
Inhaltes : 



M*<*!M<te== \<pfay)dy \dx, 



wobei für konstantes x in bezug auf y zu integrieren ist. 



l ) Vgl. die Entwickelungen des übernächsten Kapitels (S. 149 ff.) über 
„Kubatur der Volumina". 
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Indem wir den aus zumessenden Raum aus unendlich vielen Scheiben 
dieser Art aufbauen, ergibt sich: 

b d 

(1) V= \[\<p(x,y)dy]dx. 

a c 

Man kann jedoch auch so verfahren, daß man den in Fig. 52 
nicht schraffierten, zur sc- Achse parallel laufenden Streifen zunächst aus 
unendlich kleinen Rechtecken aufbaut usw. Für V ergibt sich dann: 

d b 

(2) V= \ \\<p(x,y)dx]dy, 

o a 

wobei für die innere Integration y als konstant gilt. 

Durch Gleichsetzung der beiden für V erhaltenen Werte folgt : 

d b b d 

(3) • • • ? (*> sO *£ U? = I Ivfoy)*? <**• 

c a a c 

Unter Aufgabe der bisherigen geometrischen Deutung von x und y 
ändern wir die Bezeichnung, indem wir p statt y schreiben, und 
nennen alsdann p einen in der Funktion (p enthaltenen sogenannten 
„unbestimmten oder variäbelen Parameter*. 

An Stelle der unteren Integralgrenze c schreiben wir p als kon- 
stanten Wert des Parameters, während die obere Grenze d = p als un- 
bestimmt oder variabel gelte. 

Die Formel (3) lautet nun: 

p b b p 

(4) . . . Up(z,p)eta \dp = y(x,p)dp dx 

Po a a p 

und liefert den 

Lehrsatz: Ist qp eine Funktion von x mit dem Parameter p, so 
ist das zwischen den konstanten Grenzen a und b genommene Integral 
des Differentials q>dx eine Funktion von p allein. Um letztere nach p 
zwischen den Grenzen p und p zu integrieren, ist es erlaubt, die Inte- 
gration nach p unter dem auf x bezogenen Integralzeichen an <jp (x,p), d. h. 
also vor der in bezug auf x auszuführenden Integration, zu vollziehen. 






Aus (3), S. 87, folgt, daß die Ableitung des Integrals \cp(x) dx 

mit variabeler Grenze x nach diesem x gleich <p (x) ist. 
Durch Differentiation nach p folgt somit aus (4) : 

b p b 

(5) ' • ' g- j II <p(x,p)dp\dx = 1 <p(x, p)dx. 



«* Po a 



p 
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Nun schreibe man wegen der variabelen oberen Grenze p: 

p 
q>(x,p)dp = 1>(x,p) 

Po 

und findet durch Differentiation nach p hieraus : 

<P(x,P)=— Vp 

Führt man in (5) die Funktion ii> ein, so folgt: 

(6) ■ • ■ • £J #fc ,>*,_J»*£l8 ta 

a a 

Lehrsatz: Um ein bestimmtes Integral nach einem unter dem 
Integralzeichen vorkommenden Parameter p zu differenzieren, ist es er- 
laubt, die Differentiation unter dem Integralzeichen, d. h. zuerst (vor der 
Integration) auszuführen. 

Beispiel. Durch zweimalige partielle Integration ergibt sich: 



f 



«-, • 7 psinx -\- cosx 
e~ px stnxdx = — - — - — t- 1 — e~ px . 

1 + P 2 



Ist p > 0, so ist es nach S. 88 erlaubt, die Integration von x = 
bis x = oo auszudehnen, da die rechte Seite für lim. x = oo wegen 
des Ezponentialfaktors der Grenze zustrebt: 



I 



00 

e~P x sinxdx = 



1 +i> 2 
o 

Durch Integration nach p folgt für p > und p > 

oo p p 



I ( I e~~ px dp J sinxdx = I - 



dp 



I 



o p,> Po 

CO 

ß — Po* — ß — P x 

-5 sin x dx = arc tgp — arc tgp , 

x 



o 

wo rechts der „Hauptwert" der Funktion arctg gemeint ist. 

Man kann zeigen, daß diese Gleichung richtig bleibt, wenn man 
Po bis abnehmen und p bis oo wachsen läßt ; dabei ergibt sich : 



00 



/t\ C sinx j 7t 

(7) J— d *=2 



Fr icke, Leitfaden. 9 
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Zweites Kapitel. 

Der Taylor sehe Lehrsatz und die Theorie der Maxima 

und Minima. 



1. Der Taylor sehe Lehrsatz für Funktionen mehrerer 

Variabelen. 

Die Funktion f(u,v) der beiden Variabelen u, v sei für alle weiter- 
hin zur Benutzung kommenden Wertsysteme der Argumente u, v ein- 
deutig und stetig. Dasselbe gelte von den Ableitungen dieser Funktion, 
soweit dieselben hier gebraucht werden. 

Das totale Differential n tex Ordnung von f(u, v) ist (vgl. S. 125): 

d»f= ^du n + (. ) ft n T du»~*dv + ... + ^rdv\ 
du n \1/ du n ~ 1 dv dv n 

Die willkürlich wählbaren du, dv sollen jetzt die zu dt gehörenden 
Differentiale der Funktionen u = x + hh v = y + Jet sein, welche 
letztere man bei konstanten x, y, h, Je in Abhängigkeit von t be- 
trachte. 

Da sich hier du = h dt, dv = Je dt berechnet, so gilt: 

wobei links f als Funktion von t allein gilt , während bei der Berech- 
nung des rechts stehenden Ausdrucks f als Funktion von u und v 
partiell zu differenzieren ist. 

Um die rechte Seite von (1) weiter umzugestalten, betrachte man 
jetzt allein x als variabel und differenziere f partiell in bezug auf x 
nach der Kegel für die zusammengesetzten Funktionen; es folgt: 

of d£ du_ d£ du_ 

dx du dx du 9 dx 

ist und v von x unabhängig ist. 

Durch wiederholte Differentiation nach x und entsprechend nach y 
folgt allgemein: 

d n f(u,v) _ d n f(u,v) 
dx n - k dy k ~ du n - k dv k ' 

Die Gleichung (1) nimmt daraufhin folgende Gestalt an: 

d»f(u,v) _ d»f(u,v) /n\ d»f(u,v) d«f(u,v) 

dt« ~ dx» h + \i)dx»-*dy + + dy» *• 
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In dieser für jeden Wert der Variabelen t geltenden Gleichung 
nehme man t = 0, wobei u = x und v = y wird: 

() \dt») t r dx» h + \l)dx»-idy h+ + df ' 

eine Gleichung, auf deren linker Seite erst nach Ausführung der 
n- maligen Differentiation von f(u, v) in bezug auf t für t der Wert 
einzutragen ist. 

Nun gilt andererseits für f(u, v) als Funktion von t nach dem 
Mac Laurinschen Lehrsatze (vgl. S. 63): 

f(u, v) - fix, y) + {— n -) tL oT + V-^i-J^.rTä + "• 

+ \ dt»-* ;,=.ör=i)i + ** 

Für das Restglied jß n findet man nach der Formel I, S. 63: 

n\ \dt n ) u=zx + h <n' 

v=y + k#t 

wo & eine dem Intervall < ^ <C 1 angehörende Zahl ist. 

Jetzt ersetze man die einzelnen Klammerausdrücke rechter Hand 
in der letzten Gleichung für f(u, v) durch ihre in (2) berechneten Ent- 
wickelungen und trage hierauf für t den Wert 1 ein. 

Es entspringt so der 

Taylorsche Lehrsatz: Erfüllt die Funktion f samt ihren zur 
Benutzung kommenden Ableitungen die anfangs genannten Bedingungen, 
so gestattet der Wert f '(x + h, y + ty folgende Entwickelung: 

föffa V) x, . df(x,y) 



fix + m + *> = f(.y) +(^ * +^- )fc ) + 



(8){ 



■ 1 \ d^f(x,y) /n-l\ 8"-Vte,y) 

+ (»-l!)L 8*»" 1 + V 1 / 8*— *8jr * + 



8" 



— i 



+ -~rß^ H + *■ 



Dabei geht R n aus der rechten Seite der Formel (2) hervor, falls 
man in den fertig berechneten partiellen n Un Ableitungen die Argumente 
x, y durch x-^-frh, y-^frk ersetzt. 

Die Übertragung der vorstehenden Entwickelung auf den Fall 
einer Funktion von mehr als zwei Yariabelen vollzieht sich ohne 
Schwierigkeit. Als Beispiel merken wir an: 

f(x x + h u X 2 -f- Ä 21 ..., X n + h n ) = f(%i, -.., Xn) 

d 2 f 

2 n n 



(4) 



\dx 1 ox n / 1 •2\ox{ l oxi 
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Hier gelten überall da, wo die Funktion f ohne Argumente ge- 
schrieben ist, x 1 , . .., x n als solche. 

2. Untersuchung einer Funktion f(x, y) in der Umgebung 

einer Stelle {x, y). 

Es sei ein besonderes Wertepaar x, y zweier unabhängiger Va- 
riabelen vorgelegt. Irgend ein Wertepaar aus der „ Umgebung" jenes 
Paares x, y kann man durch x -f- h, y -{- k bezeichnen, indem man 
dabei für h und k die Ungleichungen: 

(1) • - • — * < ft< + *, — ö < fc < + tf 

vorschreibt, unter d eine ausreichend kleine, aber von verschiedene 
positive Zahl verstanden. 

In der Zahlenebene entsprechen diesen Wertsystemen x -f- h, y + k 
die Punkte eines kleinen Quadrates mit dem Mittelpunkte (x, y) und 
mit der Seitenlänge 2 8 , wobei die Seiten zu den Koordinatenachsen 
parallel sind. 

Die Zahl 8 wird man je nach dem beabsichtigten Zwecke kleiner 
oder größer, aber (wie schon bemerkt) stets > wählen. 

Wird weiterhin ausgesagt, daß „in der Umgebung" des Werte- 
paares #, y irgend etwas zutreffe, so ist damit gemeint, es lasse sich 
eine Umgebung derart fixieren, daß in ihr die fragliche Aussage gilt 

Nun sei f(x, y) eine Funktion, welche samt ihren weiterhin zur 
Verwendung kommenden Ableitungen für die im folgenden gebrauchten 
Wertepaare der Argumente x, y als eindeutig und stetig vorausgesetzt 
wird. 

Der Funktionswert f(x -f- Ä, y -(- k) für ein der Umgebung der 
Stelle (x, y) angehörendes Wertepaar x -\- h, y -\- k kann alsdann auf 
Grund des Taylor sehen Lehrsatzes entwickelt werden. Insbesondere 
finden wir, indem wir die Formel (3), Nr. 1, für n = 2 bilden, für die 
durch z/ zu bezeichnende Differenz: 

(2) . . . . 4 = fix + h, y + k) — f(x, y) 
der Funktions werte f(x + h, y -\- k) und f(x, y): 
(3) J = fxh + f'yk + B 2 , 

wo die Argumente von f' x und f' y die der betrachteten Stelle zugehörigen 
x und y sein sollen. 

Irgend ein von x, y verschiedenes Wertepaar der Argumente 
können wir durch x -f" u, y -\- v bezeichnen, wo u und v zwei end- 
liche, nicht zugleich verschwindende Zahlen sind. In der Zahlenebene 
wolle man jetzt vom Punkte (x -\- u, y -\- v) nach dem Punkte (#, y) 
eine Gerade ziehen; die Koordinaten der Punkte dieser Geraden sind 
durch : 

(4) . . . x -\- h = x -{- ut y y + k = y + vi 

dargestellt, wenn man hier die Variabele t von 1 bis abnehmen l&QL 
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Längs dieser Geraden, d. h. für die Argumente (4), bilde man die 
Differenz z/ und untersuche die Vorzeichen der hierbei eintretenden 
Werte 4. 

Die Gleichung (3) kann man so schreiben: 

(5) .... . 4 = t(f' x u + f'yV + Vi* -Pi), 
wo P 2 abkürzend gesetzt ist für: 



(6) 



{ 



P 2 = ft x (x + &ut, y -\-frvt)u* + 2f xy (x + d'ut, y + &vt)uv 

+ fyy(? + *«**. y + &vt)v\ 



Für lim. t = nähert sich P 9 stetig der bestimmten endlichen 
Grenze : 

lim. P 2 = fZ x (x, y) u* + 2 fi y (x, y)uv + f y \ (x, y) v\ 

Somit wird lim. (t P 2 ) = sein. Hat demnach f' x u + f y v einen 
von verschiedenen Wert, so wird, wenn man t ausreichend klein 
wählt, die Ungleichung: 

|<P 2 | < 2|A« + f'yV\ 

gelten und für die noch kleineren t erfüllt bleiben. 
Dann aber liefert die Gleichung (5) den 

Lehrsatz: Ist für das Zahlenpaar u, v die Summe f' x u + f y v 
von verschieden, so hat die längs der Geraden von (x -f- u, y -\- v) 
nach (x, y) zu bildende Differenz A in der Umgebung des Endpunktes 
(x, y) dasselbe Vorzeichen, wie der Wert f x u-\- f y v. 

Sollte f x u -J- f'y v = sein, so benutze man Formel (3), S. 131, 
für n = 3. An Stelle von (5) tritt dann: 

(7) . . 4 = Vi« 2 ^««* 8 + 2f xy uv + fty* + Vs^s). 

wo x, y als Argumente von f xxy f xy , f yy zu denken sind und für P$ 
eine der Formel (6) entsprechende Darstellung in den partiellen Ab- 
leitungen dritter Ordnung von f gilt. 

Genau wie vorhin gewinnt man nunmehr den 

Lehrsatz: Istf x u-\* f y v = 0, während f xx u 2 + 2f xy uv -\-f yy v 2 
einen von verschiedenen Wert hat, so hat die Differenz d längs der 
Geraden vom Punkte (x + u, y + v) nach fay) in der Umgebung des 
Endpunktes (x, y) dasselbe Vorzeichen wie der Ausdruck: 

f* X U* + 2f x ' y UV + fjyV*. 

Der Weiterführung dieser Betrachtung für den Fall, daß nicht nur 
f*u + f'yV = 0, sondern auch noch f xx u % + 2fi' y uv + ffov* = 
zutreffen sollte, würde keine Schwierigkeit im Wege stehen. 
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3. Die Maxima und Minima einer Funktion f(x, y). 

Erklärung: Man sagt, die Funktion f(x,y) werde für das spezielle 
Wertsystem x, y zu einem Maximum (Minimum), falls der zugehörige 
Funktionswert f(x,y) größer (kleiner) als n alle u übrigen in der Umgebung 
von x, y eintretenden Funktionswerte ist. 

Es wird demnach ein Maximum (Minimum) von f(x, y) an der 
Stelle (x, y) stets und nur dann eintreten, wenn die Differenz: 

J = f(x + h, y + i) - f(x, y) 

für ausreichend kleine h, k, natürlich von h = 0, k = abgesehen, 
überall <C (bzw. überall > 0) ist. 

Dieser Forderung kann nicht genügt werden, wenn sich ein 
Zahlenpaar u, v finden läßt, für welches f x u -f- fy v von verschieden 
ist. Ist nämlich etwa f' x u -f- f y v > 0, so liefert das neue Paar 
u' = — u, v' = — v sofort fxU 1 -f- fyv' < 0. 

Nach dem ersten Lehrsatze in Nr. 2 weist demnach z/ in jeder 
Umgebung von (x, y) sowohl positive als negative Zahlenwerte auf. 

Im Falle eines Maximums oder Minimums bei (x, y) muß dem- 
nach f^u -\- fyV für jedes Zahlen paar u, v verschwinden, was als not- 
wendige Bedingungen ergibt: 

(1) f x (x,y) = 0, /J(«,y) = 0. 

Nun wird nach dem zweiten Lehrsatz in Nr. 2 der Ausdruck: 

(2) /£,*» + 2fS y uv + f y ' y v\ 

sofern er nicht verschwindet, das Vorzeichen von z/ liefern. Indem 
wir die Annahme machen, daß fax, f'xy, f yy nicht zugleich verschwinden, 
fassen wir den Ausdruck (2) bei festgehaltener Stelle (x, y) als Funk- 
tion von u und v und schreiben: 

(3) . . . . /£.*« + 2f X 'yUV + fy'yV* = F (U, V). 

Es ist zu untersuchen, unter welcher Bedingung die Funktion 
F(u, v) für alle Paare endlicher und nicht zugleich verschwindender 
Zahlen u, v entweder nur <^ oder nur > ist. 

Der Fall, daß F(u, v) zwar niemals > (niemals <C 0) wird, 
aber für gewisse Paare u, v verschwindet, erfordert ebenso, wie der 
schon genannte Fall, daß die f xxi f x ' y , f y ' y zugleich verschwinden, nach 
der Schlußbemerkung von Nr. 2 das Eingehen auf die höheren Ab- 
leitungen von f(x, y). Wir schließen diese Fälle weiterhin aus. 

Man setze nun zur genauen Untersuchung des Vorzeichens von 
F(u, v) den Quotienten von u und v gleich X und trage u = Xv in 
(3) ein: 

F= (f'i x X* + 2KyX+ f'y\)V*. 

Hat die für X quadratische Gleichung: 

(4) fi. X 2 + 2 f% X + f'i y = 
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keine reellen Lösungen, so liegt der Fall vor, daß F(u, v) entweder 
nur < oder nur J> ist; über letztere Alternative entscheidet das 
Vorzeichen von f'xx- Sind die beiden Lösungen von (4) reell und ver- 
schieden, so hat F teils positive, teils negative Werte. Sind die Wurzeln 
von (4) einander gleich, so haben wir den ausgeschlossenen Fall, daß 
F zwar niemals ^> (bzw. niemals <C 0) wird, aber doch für gewisse 
u, v verschwindet. 

Die zweite dieser drei Möglichkeiten liegt vor, falls f x ' x '= 0, 
fxy <§! gilt; hier ist eine Lösung X endlich, die andere oo. Gilt 
f xx ;= 0, fxy = 0, so sind beide Wurzeln X unendlich, und man hat 
den dritten ausgeschlossenen Fall. 

Lehrsatz: Soll f(x, y) für das Wertepaar x, y zu einem Maxi- 
mum oder Minimum werden, so müssen die Gleichungen: 

(K\ Qfifry) _ n df(x,y) 

(5) — x = 0, — ^ = 

o x oy 

gelten, deren Auflösung nach x, y alle möglicherweise in Betracht kom- 
menden Wertepaare x, y liefert. 

Gilt für das einzelne solche Wertepaar x, y: 

w \dxdy) dx* ' dy*< ' 

so tritt ein Maximum oder Minimum der Funktion f(x, y) ein, je nach- 

d*f 
dem — - <C oder ^> ist. Gilt dagegen für das fragliche Paar x, y : 

m ( d2f V d ' f ^^o 

K } ' \dxdyj dx*' dy*^ ' 

so liegt bei diesem Wertepaare x, y weder ein Maximum noch Mini- 
mum der Funktion f(x, y) vor. 



4. Geometrische Deutung der Maxima und Minima einer 

Funktion f(x, y). 

Im nächsten Kapitel (S. 144) wird gezeigt, daß die „Tangential- 
ebene" der durch z = f(x, y) dargestellten Fläche für den Berührungs- 
punkt von den Koordinaten x, y, z dargestellt ist durch: 

(i) . . .{_, = (g_*)|£ -|-(,_,) |£, 

öx oy 

unter |, r), £ variabele Koordinaten für die Punkte dieser Ebene ver- 
standen. 

Denkt man die z- Achse des Koordinatensystems vertikal gerichtet, 
so liefern die Formeln (5), Nr. 3 den 

Lehrsatz: Wird die Funktion z = f(x, y) für das Wertepaar 
x % y zu einem Maximum oder Minimum, so hat die durch z = f(x, y) 
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dargestellte Fläche im fraglichen Punkte x % y, z eine „horizontale" Tan- 
gentialebene £ = z. 

Man verstehe nunmehr unter X, Y, Z die Koordinaten derjenigen 
Punkte der Fläche, welche in nächster Nähe des in Bede stehenden 
Berührungspunktes x, y, z liegen. Dann kann man setzen: 

(2) . . X = x -f dx, Y = y + dy, Z = z + dz, 
und es sind hierbei dx, dy, dz aneinander gebunden durch: 

dz = f(x + dx, y + dy) — f(x, y). 

Da fx = 0, fy = gilt, so muß man zur Berechnung dieses 
totalen Differentials dz für f(x + &%* V + dy) die Taylor sehe Ent- 
wickelung eintragen. Die niedersten, nicht ausfallenden Glieder sind 
diejenigen der zweiten Ordnung, und man findet: 

(S) .... dz = f x ' x dx 2 + 2 f! x ' y dx dy + ffo dy\ 

Schneidet man die Fläche mit einer zur Tangentialebene parallelen 
und ihr unendlich nahe gelegenen Ebene, so entspringt dabei eine 
Schnittkurve, die man als die „Indikatrix" des Berührungspunktes 
x, y, z bezeichnet. 

Die Gestalt der Indikatrix in nächster Nähe des Berührungspunktes 
bestimmt man aus (3), indem man daselbst dz = 6 konstant denkt 
und für dx, dy nach (2) die Differenzen (X — x), (Y — y) einträgt. 
X und Y sind dabei die variabelen Koordinaten. Es ergibt sich : 

(4) #. •(*-*)» + 2f; ir (X-x) (Y-y) + f!v(Y—W = e, 

eine Gleichung, die eine Ellipse 1 ), Hyperbel oder Parabel darstellt, je 
nachdem : 

(5) . . . fÜ — f x ' x fi'y < 0, > oder = ist. 

In völlig analoger Weise kann man auf der Fläche z = f(x, y) 
für jeden anderen Punkt, in dem eine eindeutig bestimmte Tangential- 
ebene vorliegt, die Indikatrix erklären 2 ). Hieran schließt sich die 

Erklärung: Der einzelne Punkt der Fläche wird als ein „ellip- 
tischer", „hyperbolischer" oder „parabolischer" (Punkt elliptischer usw. 
Krümmung) bezeichnet, je nachdem seine Indikalrix dicht am Berührungs- 
punkte die Gestalt einer Ellipse bzw. Hyperbel oder Parabel hat. 

Alle Punkte eines Ellipsoids sind elliptische Punkte, und alle 
Punkte eines einschaligen Hyperboloids sind Punkte hyperbolischer 
(oder sattelförmiger) Krümmung. 

Die geometrische Deutung der Entwickelung in Nr. 3 läuft nun 
einfach hinaus auf folgenden 



l ) Sofern man das Vorzeichen von dz = e richtig wählt. 

•) Um von vorstehenden Bechnungen direkt Gebrauch machen zu 
können, hat man im einzelnen Falle ein neues Koordinatensystem einzu- 
führen, dessen rry-Ebene der Tangentialebene parallel läuft. 
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Lehrsatz: Im Falle eines Maximums oder Minimums, d.h. wenn 
(6) Nr. 3 gut, liegt ein „elliptischer" Punkt der Fläche vor; gut indes 
die Ungleichung (7), welche weder Maximum noch Minimum zur Folge 
hat, so handelt es sich um einen Punkt „hyperbolischer" Krümmung. 

Auch die direkte Anschauung lehrt, daß zwar ein elliptischer, 
aber kein hyperbolischer Punkt mit horizontaler Tangentialebene den 
Charakter eines „höchsten" oder „tiefsten" Punktes der Fläche hat. 



5. Die Maxima und Minima einer Punktion von mehr als 

zwei Variabelen. 

Es seien x u x 2l . .., x n voneinander unabhängige Veränderliche. 

Erklärung: Unter der „Umgebung" des speziellen Wertsystems 
#n #2> •••> x n versteht man alle etwa durch x x -\- h lf x 2 + h 2 , ..., 
x n + h n zu bezeichnenden Wertsysteme, bei denen die sämtlichen Be- 
träge hie der Ungleichung: 

(1) — S < h k < + d 

genügen; hierbei ist S in demselben Sinne wie in Nr. 2 gebraucht. 

Es sei f(x^, x 2 , ..., x n ) eine Funktion der n Variabelen , welche 
für alle in Betracht kommenden Wertsysteme der Argumente samt 
ihren höheren Ableitungen , soweit diese gebraucht werden , eindeutig 
und stetig ist. 

Erklärung: Man sagt, die Funktion f(x 1 , x 2 , ..., x n ) werde für 
das spezielle System x x , x 2 , , . ., x n zu einem Maximum (Minimum), falls 
der Wert der Funktion für das System x if x 2 , ..., x n größer (kleiner) 
als für „alle" übrigen Wertsysteme in der Umgebung von Xi,x 7 ,...,x n ist. 

Im Falle eines Maximums (Minimums) wird somit die Differenz: 

(2) A = ffa + h u X 2 + /i„ ..., X n + h n ) f(x l9 X 2 , ..., X n ) 

für alle in Übereinstimmung mit (1) gewählten Wertsysteme Äj, . . ., h n 
außer h x = h-t = • • • = h n = kleiner (größer) als sein müssen. 

Die rechte Seite der Gleichung (2) entwickele man nun auf Grund 
des Taylor sehen Lehrsatzes. Die Untersuchungen von Nr. 2 über 
die Vorzeichen der Werte von d gelten, wie man sich leicht über- 
zeugt, ohne weiteres auch für Funktionen f{x^, ..., x n ) beliebig vieler 
Variabelen. 

Die Wiederholung der Überlegungen von Nr. 3 liefert nunmehr 
(unter Ausschluß von Ausnahmefällen, welche ein Eingehen auf höhere 
Ableitungen nötig machen) den 

Lehrsatz: Soll die Funktion f(x v ..., x n ) für x it ..., x n zu einem 
Maximum oder Minimum werden, so müssen die n Gleichungen gelten: 

tn df - a df -a df -a 

(3) • • ä^- 0, ä^- 0, •-' te n - ' 
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deren Auflösung nach x x , ..., x n somit die hier möglicherweise in Be- 
tracht kommenden Wertsysteme x i9 ..., x n kennen lehrt. Es wird dann 
ein Maximum (Minimum) vorliegen, wenn der Ausdruck: 

(F(u lt u^,... y u n ) = fäxiU? H [- fS n x n ul +■ 2f^ Xt u l u^ H 

für alle Systeme endlicher, nicht zugleich verschwindender, ttj, ..., u„ 
beständig < O 0) ist. Dagegen hat man weder ein Maximum 
noch ein Minimum, wenn der Ausdruck (4) sowohl > als <Z 
werden kann. 

Wir wählen als Beispiel den Fall n — 3, wo wir für die Quo- 
tienten der Ui, u 2 , u z folgende Bezeichnungen brauchen: 

u -i = x, * = r . 

Aus (4) folgt alsdann für n = 3: 

(5) ' 



r 



(«x, %, «s) = (/•<;;*, x a + 2fz lXt xy + fc^Y* + 2^ x 

Denken wir jetzt X, Y als rechtwinkelige Koordinaten in einer 
Ebene, so entspringt durch Nullsetzen des in (5) rechts in der Klammer 
stehenden Ausdrucks eine Kurve zweiten Grades. 

Hat letztere keinen reellen Punkt in der XY- Ebene, so liegt ein 
Maximum oder Minimum vor; hat man aber hier mit einem reellen 
Kegelschnitt zu tun, so tritt weder Maximum noch Minimum ein. 

Die analytische Geometrie liefert die Mittel, den Ausdruck (5) in 
dieser Hinsicht näher zu untersuchen. 



6. Maxima und Minima bei Angabe von Nebenbedingungen. 

Es sei eine Funktion f(x, y, z, t) der vier Variabelen x, y, z, t 
gegeben. Letztere sollen nicht unabhängig voneinander sein; viel- 
mehr mögen die beiden Relationen bestehen : 

(1) ... <p (x, y, z, = 0, ty (x, y, z, t) = 0. 

Die Aufgabe, die Maxima und Minima der Funktion f unter diesen 
Bedingungen zu bestimmen , erledigen wir nur insoweit , daß wir die 
nun an Stelle von (3), Nr. 5, tretenden Gleichungen ansetzen. 

Man kann z und t aus (1) als Funktionen von x und y berechnen 
und in f(x,y,z,t) eingetragen denken. Letztere Funktion wird alsdann 
eine solche der beiden unabhängigen Yariabelen x und y\ und also 
haben wir das Verschwinden der beiden Ableitungen dieser Funktion 
nach x und y zu fordern. 

Bei Berechnung der Ableitung nach x hat man zu beachten, daß x 
erstlich als erstes Argument in f {x, y, z,t), dann aber auch noch als 
Argument in z und t enthalten ist. 
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Die Berechnung der beiden gleich zu setzenden Ableitungen ist 
somit nach dem Lehrsatze S. 122, Nr. 6 zu leisten: 



(2) 



IL j_ Uli + H*i = o 

dx "*" dzdx "*" dtdx 

IL + Uli + H*l = . 

dy dzdy dtdy 



Da die in (1) links stehenden Funktionen qp, tp für alle Verände- 
rungen der unabhängigen Yariabelen x und y konstant gleich sind, 
so folgt z. B. für partielle Abänderung von x: 



d(p dq> dz d(p dt 



dx 

dj> 
dx 



dz dx 

d*dz_ 
^ dzdx ^ 



dtdx 

d^dt_ 
dt dx 



= 0, 



= 0. 



Diese Gleichungen multipliziere man mit zwei sogleich näher zu 
bestimmenden Faktoren X und ft und addiere sie darauf zur ersten 
Gleichung (2). Indem man für die zweite unabhängige Variabele y 
analog verfährt, ergeben sich die beiden Gleichungen: 

dj_ 
dx 



df 



\dx 



+ *l? + p 



dx 



dx) ^ \i 



8i + 8i + '3i 



) 



+ (K+ 



dt ^ ^ dt 



/ dx 



(*f + 

\dy^ 



8 ^p , dty\ , (df 
+ f* 



dy 



dy 



)+(■ 



, 1 3 9? . dt 



) 



8_£ 

dy 



+ 



W 



8g> 



81/» 



(ji + ^df + ^dt 



)¥ = *- 



An zweiter und dritter Stelle stehen in diesen beiden Gleichungen 
dieselben Klammerausdrücke. Wir können über X und ft nunmehr 
so verfügen, daß diese beiden Ausdrücke verschwinden, worauf sich die 
beiden letzten Gleichungen je auf ihre ersten Klammern reduzieren. 

So entspringt das symmetrisch gebaute Gleichungssystem: 



(3) 



ilL 

d x 

d£ 
dy 

df 

de 

d£ 
dt 



+ l 



+ 1 



+ X 



+ l 



d <p 

dx 

89 

dy 

89 

"87 

dy 

dt 



+ li dx = ' 

I 8 * A 

8# 

L 8 * A 



8* A 

^8T =0 - 
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Zu diesem Gleichungssystem kann man auch so gelangen: 
Man stelle aus f(x, y, z, t) und den in (1) links stehenden Funk- 
tionen die neue Funktion: 

(4) F(x, y, z, t) = f(x, y, z, t) + k<p (x, y, z,t) + pi> (x, y, z, t) 

her und sehe in ihr x, y % z, t als unabhängige Variabele, A und fi aber 
als Konstante an. 

Die Gleichungen (3) schreiben sich dann so: 

<k\ dF a dF n dF n dF n 

(5) • • • -— = 0, -— = 0, — = 0, -—- = 0. 

ox oy dz dt 

Dies sind aber die Bedingungen (3), Nr. 5, für die Maxima und 
Minima der so gedachten Funktion F. 

Durch Auflösung der Gleichungen (5) erhält man allerdings die 
gewünschten Wertsysteme x, y, z, t noch nicht endgültig; vielmehr 
ergeben sich für die x, y, z, t erst Ausdrücke in A und (i. Indem man 
aber diese Ausdrücke in (1) einträgt, entstehen zwei Gleichungen zur 
Berechnung der richtigen Wertsysteme A, /*. 

Die vorstehende Betrachtung überträgt man leicht auf den Fall 
einer Funktion f(x^ ..., x m + n ) von (m -j- n) Variabelen x x , ..., x m + n , 
zwischen denen m Belationen: 

(6) . . q>i(x 19 ..-., x m + n ) = 0, ..., qp m (a? If ..., x m + n ) = 

vorgeschrieben sind. 

Lehrsatz: Sollen die Maxima und Minima einer Funktion 
f(x lf ..., x m + n ) bei Angäbe der Nebenbedingungen (6) gefunden werden, 
so sehe man einstweilen von diesen Relationen ab und bilde den Ansatz 
zur Bestimmung der Maxima und Minima der Funktion: 

(7) F(X L , . . ., X n + m ) = f + K<P\ + h 9>2 + ' ' * + *m (fm 

unter Annähme „konstanter Multiplikatoren"' A k und „unabhängiger" 
x L , ..., x n + m . Der gewünschte Ansatz ist nach (3), Nr. 5: 

(8) . . . . -— = 0, ^— = 0, ..., ^ =0. 

ox 1 dx 2 ox n + m 

Die Auflösung dieser Gleichungen liefert die gesuchten Systeme 
x { , ..., x n + m> dargestellt in den Größen k v ..., k m . Durch Eintragung 
der betreffenden Ausdrücke der x l9 . . ., x m + „ in die Belationen (6) ent- 
springen m Gleichungen für A 1? . . ., A m , durch deren Auflösung man die 
richtigen Wertsysteme der k lf . . ., A m gewinnt 
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Drittes Kapitel. 

Geometrische Anwendungen der Funktionen mehrerer 

Yariabelen. 



1. Die Tangenten und Normalen einer ebenen Kurve. 

Der Taylor sehe Lehrsatz (S. 130) liefert ein neues Mittel zur Auf- 
stellung der Gleichungen der Tangente und Normale einer ebenen Kurve 
K einem ihrer Punkte P (vgl. S. 40 ff). 

Die Kurve K sei gegeben durch f(x, y) = 0, und es handle sich 
um Darstellung der Tangente und Normale im Punkte P der Koor- 
dinaten x, y auf K. 

Ein unendlich nahe bei (x, y) gelegener Punkt habe die Koordi- 
naten | = a? -|- ä, y\ = y -\- k, wo also h und k unendlich kleine 
Größen vorstellen sollen. Dann liefert, da f(x, y) = ist, der 
Taylor sehe Lehrsatz: 

(1) . . . . f($, JJ) = — ~- — h -\ — — k, 

öx oy 

vorausgesetzt, daß die beiden rechts stehenden Ableitungen von f(x, y) 
für die Stelle (x, y) nicht zugleich verschwinden. Man kann nämlich 
bei Gültigkeit dieser Voraussetzung das Restglied B 2 als unendlich 
klein von 2 ter Ordnung neben dem unendlich kleinen Betrage erster 
Ordnung auf der rechten Seite von (1) vernachlässigen (vgl. S. 35). 

Soll nunmehr der Punkt §, r\ auf der Tangente im Punkte P 
und also auf der Kurve unendlich nahe bei P liegen, so ist auch 
f(£>y) = oder, falls man h = £ — x und k = r\ — y einsetzt: 

(2) . . 2^ tt _, ) + WjL> ( ,_, )aSB0 . 

Lehrsatz: Durch Gleichung (2) ist in variabelen Koordinaten 
|, r\ die Tangente der Kurve K im Punkte (x, y) dargestellt; für die 
zugehörige Normale ergibt sich daraufhin leicht die Gleichung: 

(3 ) . . ^tf_ x) -^ ( ,_,) = . 

Auf Grund der S. 121 für die Differentiation einer impliziten 
Funktion y von x aufgestellten Kegel leitet man aus den Gleichungen (2) 
und (3) sofort die S. 41 unter (1) und (2) angegebenen Gleichungen ab. 
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2. Die Doppelpunkte ebener Kurven. 

Unter Festhaltung an den Bezeichnungen von Nr. 1 nehme man 
jetzt den soeben ausgeschlossenen Fall an, daß nämlich für den Punkt 
(x, y) von K die Ableitungen f' x und f' y zugleich verschwinden. Dagegen 
mögen fix, fi y , f yy für die Stelle (x, y) nicht auch noch alle zugleich 
verschwinden. 

Für einen unendlich nahe bei (#, y) gelegenen Punkt der Koor- 
dinaten | = # -|- Ä, r\ = y -\- k liefert der Taylor sehe Lehrsatz an 
Stelle von (1), Nr. 1, nunmehr: 

/"(f. n) = f**w + 2/V'fc 4- f'vvW 

oder, wenn wir h = £ — x, k = r\ — y setzen: 

(i) nt, n) = r*. • (i - *)* + 2 n v •(*-*> o» - »> + n v • (* - &)*■ 

Soll demnach der Punkt (£, r/) auch auf der Kurve K liegen, 
so gilt: 

(2) f.. • (I - xY + 2 f% ■ (| - x) (r, - y) + ft, • (? - y) 2 = 0, 

eine Gleichung, deren linke Seite sich in das Produkt zweier in |, rj 
linearen Faktoren zerlegen läßt, und die dementsprechend, in £, n als 
variabelen Koordinaten gedeutet, die beiden durch: 

,„, , (V - V)fyy + (I - *) (fit + \fil ~ K. fyy) = 0, 
(3) 



{ 



dargestellten geraden Linien liefert. 

Da somit der Verlauf der Kurve in nächster Nähe von P durch 
zwei Geraden angegeben ist, so zieht die Kurve zweimal durch den 
Punkt (sc, y) hindurch; letzterer heißt dieserhalb ein „zweifacher Punkt" 
oder ein „Doppelpunkt" der Kurve. 

Für den geometrischen Charakter des Doppelpunktes hat man zu 
unterscheiden, ob die in (3) eintretende Quadratwurzel reell und von 
verschieden oder gleich oder endlich imaginär ist. 

Erklärung: Je nachdem die erste, zweite oder dritte Bedingung: 

(4) f'*l-nxfh>.0, = 0, <0 

zutrifft, bezeichnet man den fraglichen Punkt als einen „eigentlichen 
Doppelpunkt u (Knotenpunkt), einen „Bückkehrpunkt" (Spitze) oder einen 
„isolierten Punkt" (Einsiedler) der Kurve K 

Im letzteren Falle stellen die Gleichungen (3) wegen der kom- 
plexen Koeffizienten keine „reellen 41 Geraden dar; hier liegen in der 
Nähe des singulären Punktes keine „reellen" Punkte der Kurve. 

Den Charakter des eigentlichen Doppelpunktes versinnlicht die in 
Fig. 53 angedeutete Kurve, welche durch die Gleichung: 

#3 _|_ y% — §xy = 
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dargestellt wird; der singulare Punkt liegt bei x = 0, y = 0, und 
das Paar der Tangenten in diesem Punkte wird durch die Achsen des 
Koordinatensystems geliefert. 

Einen bei x = 2, y = 1 gelegenen Rückkehrpunkt besitzt die 
durch : 

(X - 2)> + (y - 1)5 = 

dargestellte Kurve fünften Grades, deren Verlauf in Fig. 54 näher an- 
gegeben ist; für die Koordinaten des Rückkehrpunktes gilt fx X = 1, 

T xy = tyy ~ == - 0. 

Fig. 54. 

Fig. 53. 





Fig. 55. 




Das Beispiel eines isolierten Punktes liefert die durch 

- y* = 



X A — X* 



dargestellte Kurve dritter Ordnung. Man hat hier y = + x \ x — 1 
und erkennt im Nullpunkte einen isolierten Punkt. Die Gestalt der 
Kurve ist in Fig. 55 angegeben. 

Verschwinden auch noch alle drei Ableitungen fx X , f'xy* fyy für 
den Punkt (x, y) von K, so liegt daBelbst ein „dreifacher" resp. „mehr- 
facher" Punkt der Kurve vor. 



3. Die Tangentialebenen und Normalen einer Fläche. 

Im Räume seien rechtwinkelige Koordinaten x, y, z zugrunde 
gelegt, und es werde eine vorgelegte Fläche F durch die Gleichung 
f(x, y, z) = dargestellt. 

Ein einzelner Punkt P auf F habe die Koordinaten x, y, z, so daß 
für letztere f(x, y, z) = gilt. 

Sind die Koordinaten eines unendlich nahe bei (x, y> z) gelegenen 
Punktes : 

£ = x + h, ri = y + k, £ = z -f l, 
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so liefert der Taylor sehe Lehrsatz analog wie in Nr. 1: 

f (M, S) = |£ (I - *) + |£o> - *) + |£ (£ - *), 

falls wir die Voraussetzung machen, daß die partiellen ersten Ab- 
leitungen von f an der Stelle (x, y, z) jedenfalls nicht alle drei zugleich 
verschwinden l ). 

Soll somit der Punkt (£, rj, £) in nächster Nähe des Punktes P 
auf der Fläche F gelegen sein, so muß er die Gleichung /*(£, rj, £) = 0, 
d. i. ausführlich: 

(1) • • ff« -«) +f£-(l-D+ ff« -*>=0 

befriedigen und also auf der durch diese Gleichung (1) in variabelen 
Koordinaten |, 17, £ dargestellten Ebene liegen. 

Erklärung: Die durch (1) in §, % £ dargestellte Ebene, welche 
hiernach den Verlauf der Fläche F in nächster Nähe von P angibt, 
heißt die „Tangentialebene" von F mit dem Berührungspunkte P der 
Koordinaten x, y, z. 

Eine in der Tangentialebene gelegene und durch den Berührungs- 
punkt P laufende Gerade wird als eine „Tangente" der Fläche F im 
Punkte P bezeichnet. 

Wichtig ist auch folgende 

Erklärung: Eine im Punkte P auf der Tangentialebene und also 
auf der Fläche F senkrecht stehende Gerade heißt „Normale" der Fläche 
im Punkte P. 

Auf Grund der Gleichung (1) findet man vermöge bekannter Sätze 
der analytischen Geometrie des Raumes den ' 

Lehrsatz: Die Normale der durch f(x, y, z) = dargestellten 
Fläche im Punkte P der Koordinaten x, y, z hat die Gleichungen: 

(2) . . . . . iz^? = qj^» = g-'-. 

/ÖA /8A (df\ 

\dxj \dyj \dz) 



4. Die Tangenten und Normalebenen einer Baumkurve. 
Es mögen jetzt zwei Flächen duroh ihre Gleichungen: 
(1) . . . . f(x,y,z) = O y g(x y y J z) = 

gegeben sein. 

Falls beide Flächen nicht gänzlich getrennt voneinander ver- 
laufen, so schneiden sie sich in einer sogenannten „Baumkurve" K y 
welche man als durch das Gleichungenpaar (1) dargestellt ansehen kann. 

l ) Das gleichzeitige Verschwinden würde eine solche „singulare" Stelle 
der Fläche F anzeigen, wie sie einem mehrfachen Punkte einer ebenen Kurve 
(vgl. Art. 2) entspricht. 
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Man kann die Raumkurve K auch in der Weise darstellen, daß 
man die Koordinaten x, y, z für die einzelnen Punkte der Kurve als 
Funktionen: 

(2) . . . x = <p(t), y = 1>(t), * = %(*) 

einer vierten, als unabhängig anzusehenden Variabelen t ansetzt. 

Läßt man t von — oo bis + oo laufen, so wird der aus (2) zu 
berechnende Punkt (x, y> z) die Kurve K beschreiben. Diese letztere 
Art der Darstellung wurde bereits oben bei der Zykloide benutzt 
(vgl. (4), S. 44). 

Nunmehr seien P und P\ zwei einander unendlich nahe gelegene 
Punkte auf K\ P habe die Koordinaten x, y, z und P l entsprechend 
x + dXy y -\- dy, z -\- dz. 

Das zwischen P und P 1 gelegene Stück der Kurve heiße „Bogen- 
differential u oder „Bogenelement" der Raumkurve und werde durch ds 
bezeichnet. 

Die Richtungsunterschiede des von P nach P 1 gerichteten Ele- 
mentes ds gegen die positiven Richtungen der Koordinatenachsen sind 
die „Bichtungswinkel" a, ß, y von ds. 

Die Projektionen von ds auf die Achsen sind dx, dy, dz: 

(3) . . dx = ds-cosa, dy = ds-cosß, dz = ds-cosy. 

Unter Benutzung bekannter Formeln der analytischen Geometrie 
des Raumes folgt der 

Lehrsatz: Für das Bogendifferential ds einer Baumkurve und 
für die zugehörigen „Bichtungskosinus" gelten die Ansätze: 



(4) ds = fax* + dy* + dz* 

/K . dx a dy dz 

(5) . . . cos* = -, cosß= 1J , ™Y = Ts - 

Zur weiteren Ausrechnung dieser Formeln beachte man, daß die 
Punkte P und P 1 auf jeder der beiden durch die Gleichungen (1) dar- 
gestellten Flächen liegen. 

Man folgert hieraus, daß die zu den vorliegenden x, y, z und 
dx, dy, dz gehörenden totalen Differentiale df und dg der auf den 
linken Seiten der Gleichungen (1) stehenden Funktionen f(x, y, z) 
und g(x y y, z) verschwinden (vgl. S. 120): 

(6) \fidz + f y dy + fsdz = 0, 



[f* 
[9x< 



dx + gydy + g' g dz = 0. 

Für die Verhältnisse der dx, dy, dz berechnet man hieraus: 

(7) dx : dy idz = (f' v g % — f z gy) : (f z g x — f x g z ) : (f x g'v — f'yg'x). 

Durch Einsetzung in (4) und (5) lassen sich daraufhin die Rich- 
tungskosinus des Elementes ds vermittelst der partiellen Ableitungen 
von f und g in den Koordinaten von P darstellen. 

Fricke, Leitfaden. \Q 



(8) tdx= < p'(t)dt y d 

[ds = >V a + ^ 
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Bevorzugt man die Darstellung (2) von Jf, so mögen zu P und JP X 
die Werte t und (t + dt) der unabhängigen Variabelen gehören. 
Die Gleichungen (2) liefern nun unmittelbar: 

dy = » ' (0 df, dz = z' (t) dt, 

' a + %'* <**, usw. 

Erklärung: Die von P aws durch den unendlich nahe gelegenen 
Punkt P x der Kurve hindurchzulegende Gerade heißt „Tangente 11 der 
Raumkurve im Punkte P; die zur Tangente und also zur Kurve im 
Punkte P senkrecht verlaufende Ebene heißt „Normalebene"' der Kurve K 
im Punkte P. 

Indem wir uns auf die soeben gemachten Angaben über Berech- 
nung von cosa, cos ß, cosy berufen, haben wir den 

Lehrsatz: Die Tangente der Raumkurve K im Punkte P ist 
darstellbar durch: 

/ Q x . . £ — s _ V — V _ S — * 

Iy9* — t*9y \*9x — 1x9» U9y — Ty9x 
die Normalebene aber durch: 

(10) f ß — *0 (fiti — f*9y) + (V — V) (f*9x — fxg'z) 



•■{ 



+ (S — z) (fxg'y — fy'gL) = o. 

Damit diese Gleichungen brauchbar sind, hat man anzunehmen, 
daß die drei in (9) als Nenner und in (10) als Faktoren auftretenden 
Ausdrücke nicht zugleich verschwinden*). 

5. Die Schmiegungsebenen einer Baumkurve. 

Erklärung: Durch drei einander unendlich nahe gelegene oder, 
wie man sagt, „konsekutive" Punkte P, P l9 P 2 von K läßt sich im all- 
gemeinen nur „eine" Ebene legen, welche man als „Schmiegungsebene" 
der Raumkurve im Punkte P bezeichnet. Die Schnittgerade der 
Schmiegungsebene und Normalebene heißt die „Hawptnormale" von K 
im Punkte P. Auf dieser Hauptnormalen liegt das zu P gehörende 
„Krümmungszentrum* der Raumkurve, d. i. das Zentrum des durch P, 
Pi, P 3 hindurchzulegenden sogenannten „Krümmungskreises"'. 

Es soll hier nur die Gleichung der Schmiegungsebene unter Be- 
nutzung der Darstellung (2), S. 145, unserer Kaumkurve K angegeben 
werden. 

Mögen zu P, P lf P 2 die Werte t, t -\- dt, t -\- 2dt der unab- 
hängigen Variabelen gehören. 



l ) Das gleichzeitige Verschwinden jener drei Ausdrücke würde eine „«n- 
guZäre u Stelle der Kurve K anzeigen, deren Natur wir indessen hier nicht 
näher untersuchen. 
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Da die Schmiegungsebene durch P hindurchläuft, so können wir ihre 
Gleichung mit Hilfe variabeler Koordinaten £,*?,£ in die Gestalt setzen : 

(1) . . aß- V (0] + »fo -*(*)] + «K-Z(0] = O- 

Die a, b y c sind so zu bestimmen, daß (1) durch die Koordinaten 
£» *7» £ sowohl von P x wie P 2 befriedigt wird : 

a[<p(t + dt) — (f(t)] + b[1>(t + dt) — 1>(f)] + ... = 0, 
a[<p(t + 2dt) — (f(t)] + b[ip(t + 2dt) — 1>(t)] + ••• = 0. 

Indem man einerseits die erste Gleichung durch dt teilt, anderer- 
seits aber die erste von der zweiten Gleichung abzieht und hernach 
durch dt teilt, folgt: 

(2) fag>'(*) + fc*'(0 + eZ , (fl = O, 



<a<p' 
\a<p' 



(t + dt) + bil>'(t + dt) + c%'(t + dt) = 0. 

Man ziehe jetzt nochmals die erste Gleichung (2) von der zweiten 
ab und teile die Differenz durch dt; ob folgt: 

(3) . . . . a<p»(t) + bVit) + c%"(t) = 0, 

eine Gleichung, welche im Verein mit der ersten Gleichung (2) die 
Verhältnisse der a, b, c zu berechnen erlaubt. 

Lehrsatz: Die Gleichung der Schmiegwngsebene der durch (2) 
S. 145, dargestellten Raumkurve in dem zum 'Werte t gehörenden Punkte P 
ist die folgende: 

(4) ■ f « - -9) WZ" - ^'*') + (*-*> OtV - Z>') 



•■{ 



+ (t - X) (9'4>" - 9"1>') = 0. 

Hier ist bei qp , (p 1 , ... das Argument t allenthalben der Kürze 
halber fortgelassen. 

Die Brauchbarkeit der Gleichung (4) setzt voraus, daß die drei in 
den Klammern auftretenden Ausdrücke ty'%" — ty"y!, . . . für die betrach- 
tete Stelle von K nicht zugleich verschwinden a ). 

6. Kurvenscharen und deren einhüllende Kurven. 

In einer Ebene seien rechtwinkelige Koordinaten x, y zu Grunde 
gelegt. 

Es sei weiter eine Gleichung f(x, y, p) = vorgelegt, welche 
neben x und y noch eine dritte variabele Größe p enthält. Dem Einzel- 
werte p entspricht eine durch f(x,y,p) = dargestellte Kurve. Läßt 
man nach und nach für p alle Werte von — oo bis + oo zu, so ent- 
steht eine ganze „Schar ebener Kurven 11 . Die Größe p heißt der „Para- 
meter"' der Schar. 



*) Das gleichzeitige Verschwinden dieser drei Ausdrücke zeigt eine 
, singulare u Stelle der Kurve K an. 

10* 
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So wird z. B. durch x* -f- # s — p l = die Schar der konzen- 
trischen Kreise um den Nullpunkt dargestellt. Man darf hier p auf 
das Intervall von bis <a einschränken. 

Als zweites Beispiel diene eine Schar von Ellipsen , für deren 
einzelne die Summe der Halbachsen einer gegebenen Konstanten a 
gleich ist. Die Gestalt dieser Kor venschar wird durch Fig. 56 erläutert. 
Ihre Gleichung ist: 

(1) .... (a — pYx* -f j>V — p* (a — p)" = 0. 

Man muß hierbei p auf das Intervall <, p <; a beschränken ; 
für j)<0, sowie für p > a echlielien sich Ellipsen an, bei denen 
jeweils die Differenz der Halbachsen konstant gleich a ist. 

Die beiden genannten Beispiele liefern eine wichtige Fall Unter- 
scheidung : 

Man betrachte die beiden zu zwei unendlich wenig verschiedenen 
Werten p und (p + dp) des Parameters gehörenden Kurven: 

(2) . . . f(x,u,p) = 0, f(*,tr,P + dp) = 0. 

Fig. 57. 




Bei den konzentrischen Kreisen schneiden sich diese Kurven nicht. 
Dagegen haben sie im Falle der durch Flg. 56 vera in n lichten Schar (1) 
Schnittpunkte gemeinsam. 

Man denke nun die gesamten solcherweise aus dem Schnitt „kon- 
sekutiver" Kurven der Schar entspringenden Schnittpunkte markiert. 
Dieselben bilden, wie Fig. 57 näher darlegt, eine Kurve, welche die Kurven 
unserer Schar rings einhüllt, und welche dieserhatb als „einhüllende 
Kurve" der Schar bezeichnet wird. 

Wie Fig. 57 andeutet, werden auf der einzelnen Kurve der Schar 
zwei unendlich nahe Punkte durch die nächst voraufgehende und die 
nächst folgende Kurve der Schar ausgeschnitten. Verbindet man diese 
beiden Punkte geradlinig, so hat man ein Bogenelement für die betref- 
fende Kurve der Schar, zugleich aber auch für die einhüllende Kurve 
gewonnen. Daraus folgt der 
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Lehrsatz: Die Tangente der einhüllenden Kurve in ihrem ein- 
zelnen Punkte ist zugleich Tangente der durch diesen Punkt hindurch- 
laufenden Kurve der Schar. ' 

Um die Gleichung F (#, y) der einhüllenden Kurve herzustellen, 
gehen wir auf (2) zurück. Wir gewinnen alle Punkte der einhüllenden 
Kurve, wenn wir die Gleichungen (2) für alle einzelnen Werte p nach 
x, y auflösen. Statt der zweiten Gleichung (2) kann man auch die 
durch Kombination beider entspringende Gleichung: 

f(x,y,p + dp) — f(x,y,p) _ df(x,y,p) _ 
dp dp 

benutzen, so daß das System (2) durch: 

(3) . . . . f(x,y,p) = 0, df(x £* p) = 

ersetzt erscheint. 

Man denke die zweite Gleichung (3) nach p aufgelöst und dadurch 
in die Form p = g(x, y) gesetzt. Jedes einem einzelnen Werte p 
entsprechende Lösungssystem #, y befriedigt dann: 

(4) f[x, y, g(x, y)] = 0, 

wie auch umgekehrt jedes diese letzte Gleichung befriedigende Wert- 
system x, y bei dem zugehörigen Werte p = g(x, y) als Lösungssystem 
von (3) auftritt. 

Lehrsatz: Die Gleichung der einhüllenden Kurve gewinnt man 
durch Elimination von p aus den beiden Gleichungen (3) in der Gestalt: 

(5) . . . . F(x, y) = f[x, y, g(x, y)] = 0. 

Die Elimination braucht übrigens nicht notwendig in der hier 
vorgezeichneten Weise vollzogen zu werden. 

Beispielsweise liefert die zweite Gleichung (3) bei der Schar (1): 

(6) . . (p — a)x* + py 2 + p{a — p)(2p — a) = 0. . 

Hier verfährt man besser so, daß man (1) und (6) nach x 2 und y 2 

2 2 

auflöst und dann # 3 , # 3 herstellt. Bei der Addition der beiden so zu 
erhaltenden Gleichungen fällt p einfach heraus, und man gewinnt als 
Gleichung der einhüllenden Kurve: 

2 2 2 

(7) x* -\- #3 = aä. 

Die hierdurch dargestellte Kurve, deren Gestalt Fig. 56 andeutet, 
heißt „Astroide". 

7. Kubatur der Volumina. 

Eine vorgelegte Gleichung z = f(x y y) deuten wir in rechtwinke- 
ligen Baumkoordinaten als eine Fläche F. Die xy- Ebene liege hori- 
zontal, der positive Teil der #-Achse weise nach oben. 
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In der xy- Ebene möge durch g(x, y) = eine geschlossene 
Kurve K dargestellt sein; und es gelte die Voraussetzung, daß für alle 
Punkte (x, y) des von K umrandeten Stückes der #y-Ebene die Funk- 
tion z = f(x, y) eindeutig und stetig sei. 

Man denke über der Kurve K als Grundriß einen Zylinder mit 
zur #- Achse parallelen Mantellinien errichtet. 

Es sei alsdann durch V das Volumen desjenigen Raumteiles bzw. 
derjenigen Raumteile bezeichnet, welche seitlich durch den Mantel des 
Zylinders, oberhalb und unterhalb aber durch die im Inneren des Zylin- 
ders verlaufenden Teile der Fläche F und der xy -Ebene eingegrenzt 
werden. 

Die Maßzahl für das Volumen eines einzelnen Raumteiles soll hier- 
bei positiv oder negativ gerechnet werden, je nachdem dieses Stück 
oberhalb oder unterhalb der xy- Ebene liegt. 

Das Volumen V' kann in Gestalt eines sogenannten Doppelintegrdles 
ausgedrückt werden (vgl. S. 127). 

Der Einfachheit halber nehmen wir an (was nötigenfalls durch 
eine Verschiebung der Koordinatenachsen immer erreichbar ist), daß 
der Nullpunkt innerhalb des durch die Kurve K umschlossenen Flächen- 
stückes liegt. Letzteres wird dann durch die Achsen in vier Quadranten 
zerlegt, und wir können uns auf die Betrachtung des ersten in Fig. 58 
stark umrandeten Quadranten beschränken. 

Die Kurve K schneide die positive x- Achse bei x = a und die 
positive «/-Achse bei y = b. Es gelte die Annahme, daß das den 

bevorzugten Quadranten begren- 
zende Stück von K für jede Abszisse 
x zwischen und a stets nur eine 
zugehörige Ordinate y = <p (x) 
liefere x ). 

Wir bezeichnen mit V das Vo- 
lumen des über dem ausgewählten 
Quadranten gelegenen Teiles des 
oben eingegrenzten Raumstückes 
vom Volumen V*. 

Zur Bestimmung von V zerlege 
man die in der xy- Ebene gelegene 
Grundfläche des fraglichen Raum- 
teiles durch Parallele zu den Achsen in unendlich kleine Rechtecke, 
wobei der Flächeninhalt eines einzelnen Rechteckes gleich dx'dy sein 
wird (vgl. die analoge Erörterung S. 127). 

Über dem einzelnen Rechtecke steht alsdann vom Volumen V ein 
vierseitiges Prisma des Inhaltes z*dxdy = f(x, y)dxdy. 




x ) Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so muß man das von K umrandete 
Flächenstück in mehrere Teile zerlegen und letztere einzeln behandeln. 
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Bei konstanten x und dx bilde man nun durch Integration nach 
y zwischen den Grenzen und <p(x) den Inhalt derjenigen unendlich 
schmalen Scheibe des' auszumessenden Raumteiles, welche oberhalb des 
in Fig. 58 schraffierten Streifens liegt. 

Integriert man jetzt den erhaltenen Ausdruck 

<p(x) 

\f{x, y)dy\dx, 

o 
der nur noch von x und dx abhängt, in bezug auf x zwischen den 
Grenzen und a, so gewinnt man das Volumen V. 

Statt zuerst nach y zu integrieren, kann man auch mit der Inte- 
gration nach x beginnen ; hierbei möge x = 1> (y) die zu y gehörende 
Abszisse von K sein. 

Lehrsatz: Bas oben ausführlich beschriebene Volumen V kann 
durch Auswertung jedes der beiden Doppelintegrale: 

a (p(x) 

(1) ' V=U[f{x,y)dy^dx, 





& V(y) 



dy 



(2) 7= |(J f(X ' y)dX ) 

o o 
bestimmt werden. 

Wie schon bemerkt, ist hier jeweils bei Ausführung des inneren 
Integrals x bzw. y als konstant anzusehen. 

Die geleistete Berechnung des Volumens V wird als „Kubatur" 
desselben bezeichnet. 

8. Kubatur des Ellipsoids. 

Als Beispiel diene die Bestimmung des Volumens eines dreiachsigen 
Ellipsoids, das gegeben ist durch: 

X l _L_ t. J_ Z l = 1 
a 2 -T h 2 "T" C 2 

Gleichung (1), Nr. 7, liefert den Bauminhalt eines Oktanten des 
Ellipsoids, wenn wir in jene Gleichung eintragen: 

f(x,y) = | |A* (l - g) - yK <p(x) = b |/l-g- 
Man hat somit: 

(1) . . . F=|J[d,J|/ bS (l-5)-^]. 
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Für das innere Integral erhält man nach den S. 109 ff. ent- 
wickelten Methoden: 



JV^C 1 - S) - ^ d » = V.jr|/5-(i - 5) - 



y 



b 2 / x 2 \ . y 



(' - 5) 



+ -- ( 1 — — J arc sin 



fi-i 



x 2 

2 



Durch Eintragung der Grenzen für y und Integration in bezug 
auf x folgt: 

a 

(2) . . . . 7=- r j(l- p )d. = - r .. 



Das Gesamtvolumen des EUipsoids ist somit 4 / 8 ä a & & 



9. Komplanation der krummen Flächen. 

Vermöge der Doppelintegrale kann man auch die Bestimmung 
des Flächeninhaltes von Teilen der Fläche F, die sog. „Komplanation" 
der Fläche F, durchführen. 

Es sollen hier alle Voraussetzungen und Bezeichnungen von Nr. 7 
beibehalten werden; und es liege die Aufgabe vor, den Inhalt S des- 
jenigen Stückes der Fläche F zu bestimmen, welches oberhalb bzw. unter- 
halb des in Fig. 58 stark umrandeten Teiles der xy-Ebene liegt. 

Letzteres Stück der xy- Ebene wurde vorhin in unendlich kleine 
Rechtecke eingeteilt. 

Über bzw. unter einem einzelnen solchen Rechtecke, dessen Inhalt 
dx-dy ist, liege das Element d S der krummen Fläche F. 

Man darf das Element dS als eben ansehen, und man nenne den 
Neigungswinkel des Elementes gegen die xy -'Ebene y, so daß man die 
Gleichung dS'COsy = dxdy gewinnt. 

Da y gleich dem Winkel zwischen der auf dS errichteten Normale 
und der z- Achse ist, so findet man nach Nr. 3, S. 144, unter Zugrunde- 
legung der Gleichung z — f(x,y) = Q der krummen Fläche: 

1 

cosy = 



Es ergibt sich hieraus der 

Lehrsatz: Das oben näher bezeichnete Stück der Fläche F hat 
den durch die erste oder zweite der nachfolgenden Formeln dargestellten 
Flächeninhalt S: 



(1) 



(2) 



. S = 



S = 
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& V(v) 
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10. Komplanation der Kugelfläche. 

Als Beispiel diene die Komplanation der Kugeloberfläche vom 
Radius r um den Nullpunkt. Zur Bestimmung der Oberfläche S des 
Kugeloktanten hat man zu setzen: 

f(x, y) = y r 2 — x* — y\ <p (x) = Vr 2 — x*. 
Bei Benutzung von (1), Nr. 9, gilt also der Ansatz: 



(i) 



r y r *—a? 



• • • • s=r j(Jv^=% 





Nun ist nach Formel (9), S. 83 : 



y % ) 



dx. 



! 



dy 



\ 
arc sin 



y 



y r 2 _ X 2 __ y2 ~ y r 2 — #2 

Durch Eintragung der Grenzen erhält man aus (1): 



r 

S = ^idx = i/i*r» 



11. Gebrauch der Polarkoordinaten. 

Will man in der xy- Ebene an Stelle der x, y Polarkoordinaten 
r, fr gebrauchen, so wähle man den bisherigen Nullpunkt als Pol und 



die positive x~ Achse als Achse der 
Polarkoordinaten. 

Es sei eine den Pol um- 
ziehende, geschlossene Kurve K 
durch r = <p(&) gegeben, wobei 
(p(&) eine eindeutige Funktion sei; 
weiter möge durch die im Innern von 
K eindeutige Funktion z = f(r,fr) 
eine krumme Fläche F gegeben sein. 

Zur Kubatur und Komplanation 
von F errichten wir über K einen 
Zylinder, dessen Mantellinien zur 



Fig. 59. 
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z- Achse parallel sind, und definieren das Volumen V und die Ober- 
fläche S analog wie in Nr. 7 und 9. 

Das in Fig. 59 schraffierte Element der r fr-Ebene hat den Flächen- 
inhalt r-dr-dfr. 

Man beweist daraufhin leicht folgenden 

Lehrsatz: Das von dem zu K gehörenden Zylinder, der rft-Ebene 
und der Fläche F eingegrenzte Volumen V ist : 

(1) r=U\f(r,»)rdry», 



und entsprechend gilt für die Oberfläche S: 

o o 
wobei y in derselben Bedeutung wie in Nr. 9 gebraucht ist. 



12. Beispiel einer Kubatur mittels der Polarkoordinaten. 

Die in der xz- Ebene durch z = e~~ x * dargestellte Kurve hat den 
in Fig. 60 skizzierten Verlauf ; sie nähert sich der x- Achse sowohl nach 
rechts wie nach links hin asymptotisch. 

Durch Rotation dieser Kurve um die z- Achse entspringt eine 
glockenförmig gestaltete Oberfläche F, welche durch z = e~ r * dar- 
gestellt ist. 

Der zwischen F und der r#- Ebene gelegene Raum hat, obschon 
er sich nach allen Richtungen der r#- Ebene ins Unendliche zieht, einen 
endlichen Inhalt V: 

In oo 

- r *rdr\d%. 



= l(h rdr ) 



Fig. 60. 
z-Achse 




x-Achse 



Da nämlich das innere 
Integral dieVariabele fr nicht 
mehr enthält, so kann man 
dasselbe vor das auf & be- 
zogene Integral setzen: 

2* 



00 



-(J 



V=[ \e- r *rdr\ • ( \dü 



•)•(! 



Jedes dieser beiden Integrale ist leicht zu bestimmen, und man 
findet V = 7t. 

Aus diesem Ergebnis können wir eine bemerkenswerte Folgerung 
ziehen. 
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Wendet man nämlich bei der eben behandelten Aufgabe recht- 
winkelige Koordinaten x, y an, so hat man nach der in Nr. 7 befolgten 
Methode : 

4-oo-|-aD 



= U\e-'*-y t d^\dx. 



— OD 00 



Spaltet man er-**T y * in das Produkt von e~ x * und e—v\ und setzt 
man den ersten Faktor, als von y unabhängig, vor das Integral in 
bezug auf y, so folgt: 

-fao -fco 



= Ue-*[er**dii\dx. 



00 00 

Nun hat das innere Integral einen von x unabhängigen Wert 
und kann also vor das auf x bezogene Integral gesetzt werden; es ist 
somit : 

+ 00 +00 +00 

V = ( f e^dy\ • ( f e-* 8 dx\ = ( [e-^dx}*- 



OD — 00 — OD 



Da wir aber vorhin V = % fanden, so folgt der 

Lehrsatz: Das zwischen den Grenzen — oo und -\- oo aus- 
geführte Integral des Differentials er^dx ist gleich \7t: 

+ 00 

(1) I er- x *dx = yjr. 



00 



13. Rektifikation der Baumkurven. 

. Nach Nr. 4, S. 144 u. f., benutzt man für die Darstellung einer 
Raumkurve K entweder ein Gleichungenpaar: 

(1) f(x, y, z) = 0, g (x, y, z) = 

oder drei Gleichungen: 

(2) .... x = <p (0, y = <4,(t), z = % (t), 

wobei im letzten Falle t als unabhängige Variabele gilt. 

Das Bogenelement ds der Raumkurve K ist durch Formel (4), 
S. 145, gegeben. 

Zur Weiterent wickelung dieser Formel kann man erstlich y und z 
als Funktionen von x aus (1) ausrechnen und findet dann: 



<*> * = f + (£)'+ ©'■**• 
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Bevorzugt man die Darstellung (2), so gilt: 

(4) . . . . ds = Vg>'(0» + f'(ty + z'Wdt. 

Die „Rektifikation" , d. i. die Berechnung der Bogenlänge der 
Kurve K wird nun durch Integration dieses Differentials ds geleistet 

Lehrsatz: Zur Berechnung der Bogenlänge s der Baumkurve K 
zwischen den beiden durch x = a und x = b fixierten Stellen dient das 
Integral : 

<» • =jV + c-') ,+ 0- 

a 

An Stelle desselben tritt das Integral: 

h 

(6) s = J fyWTVW+JWdt, 

falls man sich der Darstellung (2) bedient und die Bogenlänge zwischen 
den zu t und t x gehörigen Stellen ausmessen will. 

Als Beispiel diene die „zylindrische Schraubenlinie tf f welche dar- 
gestellt wird durch: 

& + y* = w 2 , ff = x-tg (—) 

oder (was noch zweckmäßiger ist) durch: 

x = mcosU y = msint, z = nt. 
Gleichung (6) liefert: 

s = Vm 2 -f n*dt = (w 2 + n 2 ) fo — t ). 

Die Länge eines „ Schraubenganges u ist hiernach 2 x (m 2 -\- n 2 ). 



Fünfter Abschnitt. 

Einführung in die Theorie der Differential- 
gleichungen. 



Erstes Kapitel. 

Allgemeine Bemerkungen über Differentialgleichungen. 



1. Begriff der Differentialgleichungen. 

Erklärung: Kommen in einer Gleichung neben veränderlichen 
Größen auch noch Differentialquotienten derselben vor, so spricht man 
von einer „Differentialgleichung". 

Wir unterscheiden folgende Fälle: 

I. Es mögen zwei Variabel e x, y vorliegen, von denen die erste 
als unabhängig gilt, während y als Funktion von x angesehen wird. 
Gegeben sei eine Beziehung der Gestalt: 

<» '(**'£•&■■)—■ 

Erklärung: Wir bezeichnen (1) als eine „gewöhnliche" Diffe- 
rentialgleichung zwischen einer unabhängigen Variabden x und einer 
abhängigen y. 

Ein Beispiel sei: 
(2) . . . (3a? 2 — ly*) d JL _ 17a 4- 12xy = 0. 

Cd X 

IL Hat man eine unabhängige Yariabele x und zwei abhängige 
Yariabele y und #, so müssen zwei Gleichungen gegeben sein: 

__ / dy dz d 2 y \ 

\ dx dx dx 2 / 

-ci / dy dz d*y \ 
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Erklärung: Man sagt, durch (3) sei ein System „simultaner*, 
„gewöhnlicher 1 '' Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Varia- 
helen x und, zwei abhängigen Variabelen y, z vorgelegt. 

Als Beispiel gelte das System: 

d y dz 

(4) dl = J/ + "' T-* = y - e - 

III. Sind zwei unabhängige Yariabele x, y und eine abhängige z 
vorgelegt, so genügt die Angabe einer Gleichung: 

/ dz dz d*z d 2 z \ 

(5) . . . Fl x y y, z, — , ^— , ■£— , £— —,.--)= 0. 

\ ox oy dx 2 cxoy / 

Erklärung: Die Gleichung (5) bezeichnet man als eine „partielle* 
Differentialgleichung mit zwei unabhängigen Variabelen x, y und einer 
abhängigen z. 

Ein hierher gehöriges, besonders wichtiges Beispiel ist: 

(6) w + w =0 - ' 

IV. Der allgemeinste Fall, unter den sich die drei bisher ge- 
nannten Fälle einordnen, ist offenbar der, daß n unabhängige Yariabele 
#1* • • •» #n und m abhängige y x , . . ., y m durch m Gleichungen verbunden 
erscheinen, in denen neben diesen Variabelen noch Ableitungen der y 
in bezug auf die x auftreten. 



2. Einteilungen der Differentialgleichungen in Ordnungen 

und in Grade. 

Erklärung: Kommen in einer Differentialgleichung Ableitungen 
n ter j jedoch nicht solche von höherer als n ter Ordnung vor, so bezeichnen 
wir die Differentialgleichung als eine solche von der n ten Ordnung. 

Die Gleichungen (2) und (4), Nr. 1, sind von der ersten Ordnung, 
in (6) , Nr. 1 , liegt eine partielle Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung vor. 

Die beiden Fälle I. und IL, Nr. 1, betrifft folgender 

Lehrsatz: Eine gewöhnliche Differentialgleichung „erster" Ord- 

d m 
nung zwischen zwei Variabelen x, y nimmt durch Auflösung nach -=^ 

a x 

die Normalform an: 

(1) -—:= Gr{x,y); 

a x 

ein System simultaner, gewöhnlicher Differentialgleichungen „erster" Ord- 
nung hann entsprechend auf die Normalform gebracht werden : 

/^v d y „ , . d z _, , 
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Erklärung: Hat die linke Seite einer Differentialgleichung in den 
„abhängigen" Variäbelen und den Ableitungen derselben die Gestalt einer 
rationalen ganzen Funktion, so bezeichnet man als „ Grad u des einzelnen 
Gliedes die Summe der in diesem Gliede auftretenden Exponenten der 
abhängigen Variäbelen und Ableitungen. Hierbei wird die Gleichung 
als eine solche vom m ten Grade bezeichnet, wenn ein Glied m ten Grades, 
aber keines von höherem Grade auftritt. 

Ein Beispiel einer Differentialgleichung dritten Grades ist: 

(3) ... 3xy* + ly (^\sinx — 25# -f 3 = 0. 

Ob die linke Seite der Differentialgleichung in der unabhängigen 
Variäbelen x die Gestalt einer algebraischen oder (wie beim eben an- 
gegebenen Beispiel) transzendenten Funktion hat, ist zufolge der eben 
gegebenen Erklärung für die Gradeinteilung gleichgültig. 

Erklärung: Eine Differentialgleichung, deren Glieder sämtlich von 
gleichem Grade sind, heißt „homogen" ; eine Differentialgleichung ersten 
Grades wird auch als „linear* bezeichnet. 

Eine lineare und homogene Differentialgleichung erster Ordnung 
vom Typus III,. Nr. 1, hat demnach die Gestalt: 

(4) . . H x («,*) || + H, (x,y) ^ + H* (x,y) » = 0, 

wo H x (x, y) y H? (x, y) und H B (#, y) irgend welche Funktionen der un- 
abhängigen Variäbelen x und y sind. 

Lehrsatz: Eine lineare Differentialgleichung n ter Ordnung zwischen 
einer unabhängigen Variäbelen x und einer abhängigen y kann auf die 
geordnete Gestalt gebracht werden: 

(5) • • • p.<0g + r l( .)*3 + .-.. 

• • • + F m -x(x) g + F n (x)y = F n+1 (x), 
wo F (x), . . . , F n + i(x) irgend welche Funktionen von x sind. 

3. Begriff der Lösungen von. Differentialgleichungen. 

Es sei zunächst eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer 
unabhängigen Variäbelen vorgelegt: 

^ *(*>»£)=«• 

Erklärung: Die Differentialgleichung (1) auflösen heißt eine 
Funktion y = f(x) bestimmen, die der Gleichung (1) in der Weise 
genügt, daß die Gleichung : 

(2) ..... . .F[x,f(x),f'(x)] = 
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für „jeden* Wert von x richtig ist und also in x eine „identische" 
Gleichung darstellt 

Eine solche Funktion y = f{x) heißt eine „ Integral funktion* 
oder kurz ein „Integral 11 der gegebenen Differentialgleichung. Ist die 
Integralfunktion y durch eine Gleichung: 

(3) g(x,y) = 

implizite gegeben, so heißt letztere eine „Integralgleichung* der vor- 
gelegten Differentialgleichung. 

So gehört z. B. zur Differentialgleichung: 



= yhri'™ 



als ein Integral die Funktion y = 1/ — -— , wie man durch Eintragung 

dieser Funktion in die Differentialgleichung leicht zeigt. 

Man wird den Begriff einer Lösung sofort auf die übrigen in Nr. 1 
aufgestellten Differentialgleichungen übertragen. 

Beispielsweise gilt die 

Erklärung: Als ein „Integral* der partiellen Diff erentiälgleichung : 

■of dz dz d*z \ 

bezeichnet man eine solche Funktion z = f(x,y), deren Eintragung in (4) 
eine in x und y „identisch* bestehende, d. i. für „alle* Wertsysteme x, y 
richtige Gleichung: 

(5) F[x,y, f(x,y), f' x (x,y), ...] = 

liefert. 

Hieran schließe sich auch noch die folgende 

Erklärung: Als ein „System von Integralgleichungen* für das 
System der Differentialgleichungen: 

^ ' ' ' " df = Gl ^' Vl **' dx = &2 (*' Vy *) 

bezeichnet man die beiden Gleichungen : 

(7) . . . . g x (x, y, z) = 0, g 2 (x, y, z) = 0, 

wenn die aus (7) zu berechnenden Funktionen y = f\(x), z = f 2 (x), 
in (6) substituiert, die in x „identischen* Gleichungen liefern: 

fi (*) = <?i [*, h (*), f% (*)] , n (x) = <?, [x, a (*), u (*)]• 
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4. Geometrische Deutung von Differentialgleichungen. 

Die drei ersten in Nr. 1 unterschiedenen Fälle wollen wir kurz 
durch Angabe der Gleichungen zitieren: 

(ii) • • { 

/im xY ^ ^« 8 2 ^ d*z \ A 

(III) . . JF(s, 2/, *, — , — , 5—, _—,...)= 0. 

\ ex ey ex 2 oxey J 

Erklärung: In diesen drei Fällen kann man eine geometrische 
Beutung der Differentialgleichungen und ihrer Lösungen entwickeln, in- 
dem man im Falle (1) x y y als rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene, 
in den beiden anderen Fällen aber x, y, z als eben solche Koordinaten 
im Baume ansieht. 

Für die Lösungen ist diese Deutung handgreiflich: Eine Integral- 
gleichung : 

(i) gt*,y) = o 

von (I) deuten wir in der Ebene als eine „Integralkurve" der Diffe- 
rentialgleichung (I); ein Lösungssystem: 

(2) g x (x, y, z) = 0, g % (as, y, z) = 

von (II) liefert im Räume eine „Integralkurve" der simultanen Glei- 
chungen (II); endlich stellt eine Integralgleichung: 

(3) g(x f &*) = 

von (III) im Räume eine „Integralfläche" der partiellen Differential- 
gleichung (III) dar. 

Bei der Deutung der Differentialgleichungen selbst müssen wir uns 

auf die „erste" Ordnung beschränken. 

Im Falle (I) benutzen wir die Normalgleichung: 

<w g=*<**> 

und nehmen (wie auch analog in den späteren Fällen) der einfachen 
Sprechweise halber G(x, y) als eindeutige Funktion von x und y an 1 ). 

1 ) Ist Q (x, y) zunächst mehrdeutig, so hat man durch geeignete Zusatz- 
bestimmungen O eindeutig zu erklären. 

Fricke, Leitfaden. \\ 
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An irgend einer Stelle (x, y) einer zugehörigen Integralkurve (1) 
ergibt sich nach S. 18 für den Winkel a zwischen der Tangente jener 
Kurve und der x- Achse: 

in„ — dy 

tga -Tx' 

wobei rechts y als Funktion von x durch (1) zu erklären ist. 

Nun sollen andererseits vermöge des Begriffs einer Integral- 
gleichung der vorgelegten Differentialgleichung die aus (1) entspringende 

Funktion y und. ihre eben berechnete Ableitung — für jedes Argu- 
ment x und also für jede Stelle (#, y) der Integralkurve die Gleichung (I a ) 
befriedigen. Es ergibt sioh sonach für alle Stellen dieser Kurve: 

(4) tgcc = G(x, y) y 

und damit folgt der 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der Differentialgleichung (I a ) 
ist die, daß sie vermöge ihrer in der Normalform (l a ) rechts stehenden 
Funktion G (x, y) auf Grund von (4) an jeder Stelle (x, y) einer Inte- 
gralkurve die Tangentenrichtung oder, wie wir sagen wollen, die „Fort- 
schrittsrichtung u dieser Kurve bestimmt. 

Diese Betrachtung ist unmittelbar übertragbar auf den Fall: 

(II») • • • .&= a,(x, y, z), ^ = G,(x, y, z). 

Für die Richtungswinkel a, ß, y der Tangente einer Integral- 
kurve (2) an der Stelle (x, y, z) gilt nach (5), S. 145: 

dx : dy : dz — cosa : cosß : cosy. 
An Stelle der soeben benutzten Gleichung (4) tritt also jetzt: 
(5) . . cos a : cos ß : cos y = 1 : G x (x, y, z) : 6r 2 (x, y, z), 
und wir gewinnen den 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der simultanen Glei- 
chungen (Il a ) ist die, daß sie auf Grund von (5) an jeder Stelle (x, y, z) 
einer Integralkurve die r) Fortschrittsrichtung a der letzteren bestimmen. 

In dem etwas umständlicheren dritten Falle, den wir hier nur 

beiläufig betrachten, beschränken wir uns auf Gleichungen, die in 

dz dz .. . , 

— , — linear sind: 
dx oy 

(UI a ) . H 1 (x, y, *) — -f H 2 (x, y,z)^- = #3 (x, y, z). 

Von irgend einer Stelle (x, y, z) einer zugehörigen Integralfläche: 
(6) z = f(x,y) 
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beschreiben wir auf dieser Fläche ein Linienelement tfs, dessen Pro- 
jektionen auf die Achsen dx, dy, dz seien. Die für die Linienelemente 
auf der Fläche (6) charakteristische Beziehung ist 1 ): 

(7) dz = 5— dx + 5— dy. 

x y 

Man wähle nun speziell dasjenige Element ds, für welches: 

dx : dy = H 1 (x,y,z) : H 2 (x,y,z) 
gilt. Dann folgt aus (7): 

dz d z d z Hi 

dx~dx + dy' WS 

wo die Argumente von H\ und H 2 die Koordinaten der ausgewählten 
Stelle sind. Die rechte Seite dieser Gleichung soll aber zufolge (IIP) 
stets H s : K x sein. Also folgt: 

(8) . . dx : dy : dz = H x (x,y,z) : E 2 (x,y,z) : H 3 (x,y,z), 

oder wenn man lieber mit den Richtungswinkeln a, ß, y des Elementes 
ds operiert: 

(9) cosoc : cosß : cos y = H x (x, y, z) : £T 2 (x, y, z) : H 3 (x, y, z). 

Lehrsatz: Die geometrische Bedeutung der partiellen Differential' 
gleichung (III a ) ist die, daß sie auf Grund von (9) an jeder Stelle einer 
IntegraUfläche eine „Fortschreitungsrichtung" bestimmt, welche in der 
Integralfläche liegt. 

5. Existenzbeweis von Lösungen für Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

In Nr. 3 wurde nur erst der „Begriff" von Lösungen der Diffe- 
rentialgleichungen aufgestellt, ohne daß dabei die Frage nach der 
„Existenz" solcher Lösungen berührt wurde. Die letzten Betrach- 
tungen über die Differentialgleichungen erster Ordnung gestatten uns, 
wenigstens für diese Ordnung den Beweis zu führen, daß die fraglichen 
Lösungen auch wirklich existieren. 

Man überlege zunächst im Anschluß an die Gleichung (I a ), Nr. 4, 
daß nicht nur eine vorgelegte Integralkurve an allen Stellen die da- 
selbst unter (4) angegebene Gleichung befriedigt, sondern daß auch 
umgekehrt jede Kurve, welche längs ihres ganzen Verlaufs die fragliche 
Gleichung (4) erfüllt, eine Integralkurve von (I a ) ist. 

Hieraus ergibt sich die Möglichkeit, von der Differentialgleichung 
(I a ) selbst aus durch „Aneinanderreihung von Kurvenelementen" eine 
Integralkurve herzustellen und so den „Prozeß der Integration" der 
Gleichung zu vollziehen. 

l ) Siehe die Entwickelungen über das totale Differential einer Funktion 
z = (/; x, y) oben S. 120. 

11* 
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Wir beginnen die Konstruktion etwa an einer beliebig gewählten 
Stelle der y-Achse, sagen wir bei y = C, wo C eine willkürlich fixierte 
Eonstante ist. Die Richtung des ersten Kurvenelementes ist dann aas 
tga = Cr (0, G) zu entnehmen, und auch für die Richtungen der weiter 
sich anreihenden Elemente ist jedesmal der zugehörige Funktion s wert 
G(x,y) heranzuziehen. 

Das Zustandekommen der Integralkurve sei durch Fig. 61 ver- 
sinnlicht, in welcher an Stelle der Bogenelemente endliche Geraden- 
stückchen stehen. 

Wechseln wir die Anfangskoordinate G, so kommen wir zu einer 
neuen Integralkurve. Der willkürlichen Auswahl von C entsprechend 



Fig. 61. 



Fig. 62. 






finden wir somit nicht nur eine, sondern gleich unendlich viele Integral- 
kurven, welche (vgl. Fig. 62) eine Kurvenschar bilden (siehe S. 148). 

Die einzelnen Integralkurven müssen wir dabei als durch die 
Anfangskoordinaten G mit bedingt ansehen und schreiben die Integral- 
gleichung deshalb ausführlich in der Gestalt: 

(1) . . . g (x, y, G) = oder y = f(x, C), 

falls wir nach y auflösen. 

Lehrsatz: Insofern in f(x,C) „eine 11 willkürliche Konstante C 
enthalten ist, sagt man, es gäbe für eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen zwei Variabelen x, y „einfach" unendlich viele Integrale y 9 
denen eine »Schar* von Integralkurven entspricht. 

Erklärung: Denkt man G in f(x, G) noch unbestimmt, so spricht 
man vom „allgemeinen" Integrale der Differentialgleichung; jede spezielle 
Auswahl von G liefert ein sog. „partikuläres" Integral. 

Übrigens bleibt hier dahingestellt, ob die Funktion f(x, C) eine 
„elementare" Funktion ihrer beiden Argumente x, C ist oder nicht. 

Die vorstehenden Entwickelungen sind unmittelbar vorbildlich für 
den Fall der Gleichungen (II a ), S. 162. 

Wir beginnen die Aneinanderreihung von Eurvenelementen, welche 
im Räume der Proportion (5), S. 162, entsprechend zu richten sin 
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etwa mit dem willkürlich zu wählenden Punkte x = C x , z = C 2 der 
xz- Ebene. 

Den beiden willkürlichen Größen C x , C 2 entsprechend gewinnen wir 
zweifach unendlich viele Integralkurven, deren Gleichungen wir analog 
wie in (1) so schreiben: 

(2) . . g x (x, y, z, G ly C 2 ) = 0, g 2 (x, y, z, C x , C 2 ) = 0, 
oder nach y nnd z aufgelöst: 

(3) . . . y = fi (x, C lf C a ), z = f 2 (x, C u C 2 ). 

Lehrsatz: Die simultanen Differentialgleichungen (II a ), 8. 162, 
haben zweifach unendlich viele Systeme von Integralen (3). Man spricht 
vom „allgemeinen* Integralsystem, falls die C lt C 2 unbestimmt bleiben, 
während jedes spezielle Wertsystem C x , C 2 ein „partikuläres* Integral- 
system liefert. 

Für die partielle Differentialgleichung (III a ), S. 162, gilt der Satz, 
daß jede Fläche , bei welcher an der einzelnen Stelle das gemäß (9), 
S. 164, gerichtete Linienelement in der Fläche gelegen ist, eine Inte- 
gralfläche ist. 

Die zweifach unendlich vielen Integralkurven der simultanen 
Differentialgleichungen : 

(4) djV _ H 2 (x, y, z) dz _ ff H (x y y, z) 

d x H x (x, y, z) y dx H x {x, y, z) 

liefern uns nun gerade die Linienelemente der Eichtungen (9), S. 164. 

Lehrsatz: Man gewinnt stets eine Integralfläche der Differential- 
gleichung (III a ), wenn man aus den zweifach unendlich vielen Integral- 
kurven von (4) eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit, welche eine 
Fläche bildet, herausgreift 

Dies kann in verschiedenen Weisen durchgeführt werden. Man 
kann z. B. in der xz- Ebene eine willkürliche Kurve, welche durch 
z =r £ (x) dargestellt sei, vorzeichnen und die von den Punkten dieser 
Kurve ausziehenden Integralkurven der Schar (4) zu einer Fläche zu- 
sammenfassen. 

Lehrsatz: Für die partielle Differentialgleichung (III a ) existiert 
ein Integral z, welches sich für y = auf die „willkürlich wählbare* 
Funktion % (x) von x reduziert. Bleibt letztere Funktion unbestimmt, so 
spricht man vom „allgemeinen" Integral; jeder besonderen Auswahl von 
%(x) entspricht ein „partikuläres 11 Integral. 
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Zweites Kapitel 

Gewöhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung mit 

zwei Variabelen. 



1. Differentialgleichungen ohne y. 

Kommen in einer Differentialgleichung erster Ordnung vom Typus I, 

d y 
S. 161, nur x und r~, nicht aber y vor, so ist die in der Normal- 
em x 

gleichung (1), S. 158, rechts stehende Funktion G von x allein ab- 
hängig. 

In diesem Falle können wir die Gleichung so schreiben: 

(1) dy = G(x)äx 

und finden somit das Differential dy der gesuchten Funktion y von x 
in x und dx allein dargestellt. 

Die Grundbegriffe der Integralrechnung (S. 80) liefern somit: 

(2) y = | G(x)dx + G. 

An Stelle von (2) können wir auch ein bestimmtes Integral: 



X 



(3) y = j G(x)dx 



a 



treten lassen; die willkürliche Konstante erscheint hier durch die will- 
kürlich wählbare konstante untere Grenze a ersetzt. 

Den Zahlwert eines solchen Integrals deuteten wir oben (S. 86) 
als Flächeninhalt eines daselbst näher bestimmten ebenen Stückes. Die 
Auswertung dieses Inhaltes wurde aber als „Quadratur" bezeichnet. 
Im Anschluß hieran bezeichnet man in der Theorie der Differential- 
gleichungen allgemein die Ausrechnung eines bestimmten Integrals als 
eine „Quadratur" und überträgt diese Benennung auch auf die Be- 
rechnung eines unbestimmten Integrals. 

Beim Gebrauch dieser Sprechweise können wir sagen, die Diffe- 
rentialgleichung (1) sei durch eine „ Quadratur" lösbar. 

Es gilt der Satz, daß viele (aber Iceineswegs alle) Differential- 
gleichungen erster Ordnung entweder unmittelbar oder nach geeigneten 
Transformationen durch Quadraturen lösbar sind. 

Auf derartige Auflösungen durch Quadraturen beziehen sich die 
zunächst zu entwickelnden Regeln. 



Methode der Trennung der Variabelen. 
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2. Lösung von Differentialgleichungen durch Trennung 

der Variabelen. 

Man multipliziere die Funktion G(x, y) mit einer irgendwie 
gewählten Funktion ^(2, y) und nenne das negativ genommene Pro- 
dukt beider Funktionen <&{x,y): 

— W(x t y) • G(x, y) = &(x, y). 

Die Differentialgleichung läßt sich daraufhin in die Gestalt: 

(1) . . . . #(*, y) - dx + W(z,y) • dy = 

setzen, welche wir als „zweite Normalform" bezeichnen. 

Lehrsatz: In der zweiten Normalform (1) sind die Funktionen 
<1> und W nur erst insoweit bestimmt, daß ihr negativ genommener 
Quotient gleich der gegebenen Funktion G(x, y) ist. 

Lehrsatz: Gelingt es, eine gegebene Differentialgleichung in der 
Weise in die zweite Normalform zu setzen, daß O nur von x und *P nur 
von y abhängt: 

(2) .... . . Q(x)dx + W(y)dy = 0, 

so wird das allgemeine Integral durch Quadraturen in der Form: 



(3) 



J. 



I 



(x)dx + W(y)dy = C 



gewonnen. Diese Art der Lösung wird als die „Methode der Trennung 
der Variabelen" bezeichnet, insofern im ersten Gliede von (2) nur x 
und dx, im zweiten nur y und dy vorkommen. 

Um Formel (3) zu beweisen, führe man eine dritte Yariabele z 
ein, indem man dz = &(x)dx setzt. Dann 
ist dz = — W{y)dy, und man hat somit 
nach Nr. 1 : 



Fig. 63. 



— J 



{x)dx -{- Gi, 



V(*)dy + C 2 . 



Die Addition dieser Gleichungen liefert 
Formel (3), falls man die negative Summe 
von C x und C 2 durch C bezeichnet. 

Beispiel. Es sollen alle ebenen Kurven 
gefunden werden, für welche die Subtangente 
jedes Punktes die konstante Länge 1 hat. 

Nach S. 42 ist die Subtangente St im einzelnen Punkte einer 

d x 
Kurve durch y - — dargestellt. Soll demnach St stets = 1 sein, so 

dy 

gilt die Gleichung: 
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dx dy 

y -7— = 1 oder -~~ = y: 
* dy dx *' 

dieselbe stellt die „Differentialgleichung der gestickten Kurven* dar. 

Die Trennung der Variabelen und Lösung wird vollzogen durch: 

d y 
dx = 0, x — logy = c, 

woraus man y = e x ~ c als allgemeines Integral erhält. 

Schreiben wir hier noch e~~ c = 0, so nimmt das allgemeine 
Integral die Gestalt y = Ce* an. 

Für 0=1 gewinnt man die Exponentialkurve, für welche die 
Eigenschaft konstanter Subtangente der Länge 1 durch Fig. 63 (a. v. S.) 
versinnlicht werden mag. 



3. Lösung der Differentialgleichungen von der Gestalt 

dy 

d x 



Die Funktion 6r von x und y möge jetzt insbesondere so gebaut 

y 

sein, daß sie als Funktion allein vom Quotienten — angesehen werden 

x 

kann ; wir bedienen uns dieserhalb direkt der Schreibweise G-l — ) und 

haben es hiernach zu tun mit der Differentialgleichung: 

(i) £* = *(*)• 

dx \xj 

Lehrsatz: Die Auflösung der Differentialgleichung (1) gelingt 

y 

nach Substitution der neuen Variabelen z = — vermöge der Methode der 

x 

Trennung der Variabelen und liefert als allgemeine Integralgleichung: 
(2) .... . logx-ijr^- = C, 

J Gr (z) — Z 

y 

wobei man nach Berechnung des Integrals linker Hand für z wieder — 

x 

gesetzt denke. 

Durch Differentiation von y = xz folgt nämlich: 

dy dz. 

-1 = x — + *. 
dx dx 

so daß sich die Differentialgleichung transformiert in: 

dz 1 n,\ a dx dz — a 

x di + M = aW ° d6r ^-äW=-z = ' 

Hier ist die Trennung der Variabelen vollzogen, und die Inte- 
gration liefert die Formel (2). 
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4. Lösung der linearen Differentialgleichungen erster 

Ordnung. 

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat nach (5), 
S. 159, die Gestalt. 

F (x)^ + F 1 (x)y = F 2 (x). 

Bringen wir die rechts stehende Funktion F 2 (x) mit auf die linke 
Seite und teilen die Gleichung durch F (x), so entspringt als „Normal- 
form" der linearen Differentialgleichung erster Ordnung: 

(1) J| + P(*)y + Q(x) = 0, 

wo P(x) und Q(x) irgend welche Funktionen von x sind. 

Um diese Differentialgleichung zu lösen, verstehen wir unter z 
irgend ein partikuläres Integral der linearen „homogenen" Differential- 
gleichung: 

(2) j| + P(x)z = 0, 

die mit (1) in den beiden ersten Gliedern gleichgebaut ist. 

Die Gleichung (2) ist durch Trennung der Variabelen lösbar und 
liefert : 

— fP(x)dx 

(3) g = e J . 

Der Quotient von y und z heiße u\ dann ist: 

d y du . dz 

y = zu ' TZ = z TZ + U TZ' 
a x a x a x 

so daß die Differentialgleichung (1) die Gestalt annimmt: 

oder mit Rücksicht auf (2): 

z *± + Q(x) = oder du = —Q& dx. 

d x z 

Da z als Funktion von x aus (3) bekannt ist, so folgt durch 
Integration der letzten Differentialgleichung: 



u 



= c ^^m dx , 



wo C die Integrationskonstante ist. 

Durch Wiedereinführung von y und Einsetzung des in (3) be- 
rechneten Ausdrucks von z ergibt sich der 



170 V, 2. Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei Variabelen. 

Lehrsatz: Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung (1) 
ist durch Quadraturen lösbar und besitzt als allgemeines Integral: 

(4) . . y = e J • C — <? (s) • «r tf z • 

Man beachte hierbei, daß eine andere Auswahl der Integrations- 
konstanten bei 1 P(x)dx allein eine Veränderung der Konstanten C 

zur Folge hat. 

Beispiel. Im Falle der Differentialgleichung: 

d y x 1 

Tx ~~ 1 + x* V ~ 1 + x* ~~ 

ist die Funktion z gegeben durch: 



Jxdx 
1 + a?« 



a?« Wogil + x*) 



z = e = e. = Vi + a? 2 . 

Die oben mit w bezeichnete Funktion wird demnach hier: 



und man findet als allgemeines Integral: 

y = x + CVl + sc 2 . 

5. Der integrierende Faktor einer Differentialgleichung 

erster Ordnung. 

Eine Differentialgleichung erster Ordnung sei in der zweiten 
Normalform gegeben: 

(1) 0(x y y)dx + W(x,y)dy = 0. 

Wir multiplizieren die linke Seite mit einer Funktion ft (#, y) von 
# und 1/ und erhalten so unter Gebrauch der Abkürzungen : 

(2) fi (z, y) (x, y) = y (x, y\ fi (x, y) *P (x, y) = * (a, #) 
als neue Gestalt der Differentialgleichung: 

(3) <p(x, y)dx 4- 1>(x, y)dy = 0. 

Erklärung: Die Funktion p (x, y) heißt ein „integrierender 
Faktor u der gegebenen Differentialgleichung (1), falls die linke Seite von 

(3) für „unabhängig gedachte Varidbele x, y u ein totales Differential 
darstellt (vgl S. 120 und S. 126). 

Erster Lehrsatz: Für jede Differentialgleichung (1) existiert 
mindestens ein integrierender Faktor. 

Es existiert nämlich nach S. 164 für (1) eine Integralgleichung 
g (#» y f C) = 0, die wir nach C auflösen und in die Gestalt setzen : 

(4) h{x,y)-=C. 
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Somit wird der aus (4) zu berechnende Differentialquotient: 

o 



dy 
d x 



o 



für alle Wertpaare x, y mit dem aus (1) entspringenden Quotienten 



— = gleich sein. Die Gleichung: 

/dh\ dh dh 

\dxj dx dy 

= — -T77. oder — 



dh\ !P" *(*,*) W(x,y) 



\cy/ 



besteht also für unabhängig gedachte Variabelen x, y. 

Bezeichnen wir die einander gleichen Seiten der letzten Gleichung 
mit ft (#, y) , so ist ft in der Tat ein integrierender Faktor ; denn 
([10 dx + ii*Pdy) ist das totale Differential der Funktion h(x, y). 

Zweiter Lehrsatz: Mit dem soeben aus h(x, y) abgeleiteten 
Faktor fi(x, y) ist auch: 

(?) .... . fi (», y) = (i (x, y) • % [h (x y y)l 

wo % eine „willkürlich wählbare Funktion" bedeutet, ein integrierender 
Faktor von (1). Es gibt somit für (1) unendlich viele integrierende 
Faktoren. 

Man bezeichne nämlich, indem man x und y auch weiterhin als 
unabhängig voneinander ansieht, h(x, y) als Funktion von x und y 
abgekürzt durch z== h(x y y). 

Dann gilt für das totale Differential dz dieser Funktion: 

[10 dx + ft Wäy = dz, 

woraus sich durch Multiplikation mit der willkürlich zu wählenden 
Funktion x iß) ergibt: 

PX • (0dx + Wdy) = x(z)dz = d\ \x(z)dz • 

Das Integral rechter Hand denke man ausgerechnet und darauf 
z = h(x, y) gesetzt; alsdann steht rechts das totale Differential einer 
Funktion von x und y, so daß ft% in der Tat ein integrierender 
Faktor ist. 

Dritter Lehrsatz: „Jeder" integrierende Faktor von (1) ist 
durch ft und h in der Gestalt (5) darstellbar. 

Ist nämlich M (x, y) irgend ein integrierender Faktor der Diffe- 
rentialgleichung (1), so möge die mit M multiplizierte linke Seite 
von (1) das totale Differential von Z = H(x, y) sein: 

M • (0dx + Wdy) = dZ= dH(x, y). 
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Man findet somit: 

so daß für je zwei einander entsprechende totale Differentiale dZ 
und dg der Funktionen Z = H(x, y) und z = h(x, y) die Be- 
ziehung gilt: 

(6) dZ = (y)dg. 

Ändert man somit x und y derart, daß z konstant bleibt und also 
d z = ist , so ist auch d Z = 0, und also bleibt auch Z konstant. 

Man berechne nun y aus z = h(x, y) in der Gestalt y = rj (x, z) und 

trage diesen Ausdruck für y in Z ein. Z ist auf diese "Weise darstellbar 

in der Gestalt: ___ Nn 

Z = 1T|>, n (x, z)] = F(a, z) 

als Funktion von # und z. 

Da nun diese Funktion F(x, z), falls wir nur x ändern und z 
konstant erhalten, unveränderlich ist, so ist sie von x unabhängig und 
eine Funktion von z allein, die wir F(z) nennen. 

Aus Z= F(z) und (6) folgt aber: 

ersetzen wir hier die Bezeichnung F' durch %, so folgt: 

^fa y) = v> fo y) • % 0». 2/)]» 

und also ist der aufgestellte Lehrsatz bewiesen. 

6. Partielle Differentialgleichung für den integrierenden 

Faktor. 

Nach S. 126 hat man als hinreichende und notwendige Bedingung 
dafür, daß (<pdx -\- ifrdy) ein totales Differential ist, das Bestehen 
der Gleichung zu fordern: 

8 <P (x, y) _ dj>(x, y) 

dy ^ dx 

Damit fi ein integrierender Faktor der Gleichung (1), S. 170, ist, 
hat man als hinreichende und notwendige Bedingung zu fordern: 

dy dx 

Durch Weiterentwickelung dieser Kelation entspringt der 

Lehrsatz: Jeder integrierende Faktor ft der Differentialgleichung 
(1), S. 170, befriedigt die „linea/re partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung" : 

dx d y \dx dy/ ^ 
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und umgekehrt ist jede diese Gleichung befriedigende Funktion p(x, y) 
ein integrierender Faktor jener Gleichung, 

Gleichung (1) ordnet sich der Gleichung (III a ), S. 162, unter, 
falls man in letzterer z = log [i setzt. Der S. 165 geführte Existenz- 
beweis der Lösungen dieser Gleichung (III*) liefert uns also einen 
neuen Beleg für die Existenz von integrierenden Faktoren. 

Gibt es einen von y unabhängigen Faktor [i, so gelten für diesen 
die Gleichungen: 

dß. dfi 8fi 

dx dx oy 

so daß die Gleichung (1) liefert: 

, 9 v JLiE — $1 ^£ 

w p dx ~ w 

Da ft hier nur von x abhängt, so muß dasselbe von der linken 
und also auch der rechten Seite dieser Gleichung gelten. 

Fällt andererseits in dem ausgerechneten Ausdrucke der rechten 
Seite von (2) die Variable y heraus, so findet man durch Lösung der 
„gewöhnlichen" Differentialgleichung (2) für ft eine Funktion von x 
allein, die (1) befriedigt und also einen integrierenden Faktor darstellt. 

Lehrsatz: Zeigt sich, daß aus dem Quotienten (-^ - — \:W 

die Variable y herausfällt, so gibt es den nur von x abhängenden inte- 
grierenden Faktor: 

(3) /* = C-e J 

Entsprechendes gilt für den Fall, daß ein nur von y abhängender 
integrierender Faktor existiert. 

7. Lösung der Differentialgleichung vermöge eines 

integrierenden Faktors. 

Lehrsatz: Liefert die linke Seite einer Differentialgleichung (l) r 
S. 170, nach Zusatz eines integrierenden Faktors [i das totale Differential 
(<pdx + tydy) der Funktion h(x, y), so ist die allgemeine Integral- 
gleichung : 

(1) h(x,y)= C. 

Da nämlich die Gleichungen: 

— = qpfoy) = (*.«, — = 1f(x,y) = li-V 
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gelten, so befriedigt der aus (1) zu berechnende Differentialquotient 

-^ zufolge der Gleichung: 
dx 



o 



dy _ __ \dx/ __^ _ <p (x, y) _ _ Ojx, y) 



dx /8ä\ tK«> y) ^(a, y) 

»y) 



die vorgelegte Differentialgleichung. 

Die Berechnung von h(x y y) aus (p und i/> leistet man nach (6), 
S. 127, vermöge der Formel: 

(2) . . . h(x, y) = \<pdx + Ihf; — ^- \tpdx \ dy. 

Beispiel. Für die Differentialgleichung: 

( x *y + y + i) dx + (x + x 3 ) dy = 
ergibt sich: 

dy 8a; 2x 



W ~ 1 + x 2 ' 

so daß hier ein von y unabhängiger integrierender Faktor existiert. 
Für denselben findet man aus Formel (3), S. 173, wenn man in 
letzterer 0=1 setzt: 

_ 1 
** _ 1 + x* f 
so daß die mit ft multiplizierte Differentialgleichung: 

v + nh?) dx + *** = ° 

lautet. 

Die Regel (2) liefert als allgemeines Integral: 

xy + arctgx = G. 

8. Von den singulären Lösungen der Differentialgleichungen 

erster Ordnung. 

Die durch: 

(i) g(x,y,C) = o 

dargestellte Schar der Integralkurven einer vorgelegten Differential- 
gleichung erster Ordnung möge eine einhüllende Kurve besitzen. Da 
letztere nach einem Lehrsatze von S. 149 an ihrer einzelnen Stelle die- 
selbe Tangenten richtung besitzt, wie die durch diese Stelle hindurch- 
laufende Kurve der Schar (1), so stellt auch die einhüllende Kurve 
eine Integralkurve der Differentialgleichung dar. 



i 
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Lehrsatz: Besitzt die Schar (1) der Integralkurven eine ein- 
hüllende Kurve, so liefert letztere ein neues Integral der Differential- 
gleichung, welches nicht zu den aus (1) durch besondere Werte C zu ge- 
winnenden partikulären Integralen gehört. Dieses neue Integral wird 
als ein rt singuläres u Integral der Differentialgleichung bezeichnet. 

Nach S. 149 gewinnt man die Gleichung der einhüllenden Kurve 
durch Elimination von C aus den beiden Gleichungen: 

(2) .... g [x, y, l>) — ü, jr-g = 0. 

Diese Elimination wurde S. 149 so vollzogen, daß wir die zweite 
Gleichung (2) nach C auflösten: 

(3) C = h(x,y) 

und diesen Ausdruck von G in die erste Gleichung (2) eintrugen: 

(4) g[x, y, h(x, y)] = 0. 

Man kann auch durch direkte Rechnung zeigen, daß in der durch 
diesen Eliminationsprozeß zu gewinnenden Gleichung (4) eine Integral- 
gleichung vorliegt. 

Schreiben wir nämlich die Gleichung (4) kurz g (x, y, C) = 0, 
indem wir unter C die Funktion h(x, y) verstehen, so liefert die durch 
(4) gegebene implizite Funktion y von x nach der Differentiationsregel 
für zusammengesetzte Funktionen (vgl. S. 121 und S. 122): 

dy dx dC dx 

( } dx ~~ ~ dg dgd£ 

dy + dCdy 

Nun ist für jede Stelle (x, y) der Kurve (4) vermöge des zu- 

gehörigen Wertes G die Gleichung ^-r, = erfüllt [vgL zweite Glei- 
ch 

chung (2)]. 

Gleichung (5) reduziert sich somit auf: 



\dx) 



dy _ 

dx /dg 



\dy) 



du 
Dieser Wert — genügt aber in der Tat der Differentialgleichung; 

denn er wird gewonnen, wenn man die in (1) bei konstantem G dar- 
gestellte Lösung y der Differentialgleichung nach x differenziert. 

Beispiel. Die Gleichung: 

(6) y = xy 1 + Vi + y'\ 
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in welcher y' zur Abkürzung für -=— steht, erweist sich nach Fort- 

dx 

Schaffung der Quadratwurzel als eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung zweiten Grades. 

Man kann hei diesem Beispiele durch einen „Differentiations^ro^eß^ 
zur Kenntnis der Integrale gelangen, eine Methode, die jedoch nur in 
vereinzelten Fällen zum Ziele führt. 

Differenziert man nach *, so folgt, sofern wir für J? abkürzend 

dx 2 

y ,f schreiben: 

y' = y' + xy" + -Jf-, V" (x + . V [ \ = 0. 

Dies Resultat erfordert, daß entweder die erste oder die zweite 
der beiden folgenden Gleichungen besteht: 



(I) y" = 0, (II) x = 



y 



V i + y' a 

Gilt die erste Gleichung, so folgt, daß y' einer Eonstanten C 
gleich sein muß ; und man gewinnt aus (6), indem man y' = C ein- 
trägt, das allgemeine Integral: 

(7) 9. = Gx + V 1 + C 2 - 

Gilt Gleichung (II), so setze man ihr entsprechend für x den 

Wert — , = in (6) ein und findet: 

Vi +y" 

i 

y = 



Vi+y' 2 

Quadriert man diese Gleichung und die Gleichung (II) und addiert 
sodann beide, so ergibt sich: 

(8) tf 2 + y*= 1, 

womit das singulare Integral gewonnen ist. 

Die Gleichung (8) stellt einen Kreis dar, die Gleichung (7) aber 
die Schar der Tangenten desselben. 

Man wird übrigens aus der Gleichung (7) sehr leicht durch den 
oben allgemein entwickelten Eliminationsprozeß die Gleichung (8) ge- 
winnen. 

9. Von den isogonalen Trajektorien einer Kurvenschar. 

Erklärung: Eine Kurve, welche die Kurven einer gegebenen 
Schar immer unter dem gleichen Winkel & durchschneidet, heißt eine 
„gleichwinkelige" oder „isogonale Trajektorie" dieser Schar. Ist ins- 
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Fig. 64. 



besondere & ein rechter Winkel, so spricht man von einer „orthogonalen 
Trajektorie". 

Die gegebene Schar, welche durch g(x, y, C) = dargestellt 
sein mag, besitzt stets eine ganze Schar isogonaler Trajektorien eines 
gegebenen Winkels -9", die wir etwa 
durch gi(x, y, C) = dargestellt 
denken. Offenbar ist das Verhältnis 
beider Scharen ein gegenseitiges. 

Als Beispiel benutze man die 
Schar aller Geraden durch den Null- 
punkt der x y -Ebene. Die konzen- 
trischen Kreise um diesen Punkt 
liefern dann die Schar der ortho- 
gonalen Trajektorien (vgl. Fig. 64). 

Ist die Schar g(x,y, C) = ge- 
geben, so kann man die Differential- 
gleichung für die Schar der Tra- 
jektorien des Winkels & in folgen- 
der Art aufstellen: 

Ein beliebiger Punkt P habe die Koordinaten x, y. Um die durch 
ihn hindurchziehende Kurve der gegebenen Schar zu finden, löse man 
9 (#i y> C) = nach C auf, was C = h (x, y) liefere. Indem man 
die Koordinaten von P in h(x, y) einsetzt, gewinnt man den zu der 
gewünschten Kurve gehörenden Wert des Parameters 0. 

Die Richtung der fraglichen Kurve im Punkte P ist aus: 




(1) 



tga = — , G = h (x, y) 

9y (£t V> W 



zu entnehmen* 

Die durch P hindurchziehende Trajekt orie des Winkels ft liefert 
nach Fig. 65 folgenden Differentialquotienten bzw. folgende Richtung: 



%L = tg* l =tg<fi + a) 
tg& + tga 

^^ _— — — — — • 

1 — tgfttga 

Trägt man für tga den in (1) 
berechneten Ausdruck ein, so ergibt 
sich der 



Fig. 65. 




«jS^-f - « 



Lehrsatz: Die Differential- 
gleichung der zur Schar g (x, y,C) = 
gehörenden isogonalen Trajektorien des Winkels ft entspringt durch Eli- 
mination von C aus g (x, y, C) = und: 



(2) j| (stnfrpi + cosfrg'y) + {cosftg' x 

Fricke, Leitfaden. 



sind g y ) = 0. 
12 
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Speziell für die orthogonalen Trajektorien lautet die Gleichung (2): 

(3) 



-g x -g y = 0. 



Beispiel Durch y 2 — Cx = ist die Schar aller Parabeln dar- 
gestellt, welche den Nullpunkt zum Scheitelpunkte und die x~ Achse zur 
Achse haben. 

Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien ergibt sich 
durch Elimination von G aus: 
Fig. 66. 

w m. 'mm 

und y 2 — Gx = 




cjf + 2 » = o 



und hat somit die Gestalt: 

2xdx + ydy = 0. 

Durch Integration findet man als Glei- 
chung g 1 (#, y, Gi) = der Schar der Tra- 
jektorien : 

2 x 2 + y 2 = C x . 

Hierdurch ist eine' Schar von Ellipsen 
dargestellt, welche den Nullpunkt zum Mittel- 
punkte und eine auf der y -Achse gelegene 

große Achse haben. In Fig. 66 sind diese Verhältnisse zur Darstellung 

gebracht. 



Drittes Kapitel. 

* 

Gewöhnliche Differentialgleichungen höherer Ordnung 

mit zwei Variahelen. 



1. Lösung der Differentialgleichungen y (n) =G-(x). 

Wie oben bezeichnen wir auch weiterhin die Differentialquotienten 
von y durch y', y", y<&, t/< 4 >, ... 

Eine Differentialgleichung ' höherer Ordnung ist im allgemeinen 
nicht durch Quadraturen lösbar ; doch gelingt dies in mehreren speziellen 
Fällen. 

Ein erstes hierher gehöriges Beispiel liefert die Differentialgleichung 
n tet Ordnung: 

(i) • • • £5 = <*<*>• 

unter G(x) eine Funktion von x allein verstanden. 
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Die linke Seite von (1) ist die erste Ableitung von y**"" 1 *, so daß 
man aus (1) folgert: 

dt{*- « =G(x)dx. 

Durch Integration ergibt sich hieraus: 

wo C 1 eine erste willkürlich zu wählende Konstante ist. 

Durch wiederholte Anwendung des gleichen Verfahrens gewinnt 
man den 

Lehrsatz: Das „allgemeine 11 Integral der Differentialgleichung 
(1) ist: 

(n) 



(2) 



wo im ersten Gliede rechter Hand nMale hintereinander integriert ist, 
und wo die n Konstanten C^ . . . , C n willkürlich wählbar sind. 

2. Lösung der Differentialgleichungen F{y\ y") = 0. 
Es sollen zweitens die Differentialgleichungen zweiter Ordnung: 

(1) F(y'y") = 

betrachtet werden, in denen nur die zweite und erste Ableitung der 
gesuchten Funktion, aber weder diese selbst noch x auftritt. 
Man löse die Gleichung (1) nach y" auf: 

y" = G(y') 

m 

und substituiere %} = z % wodurch man erhält: 

dz dz 

Die Integration liefert: 

dz 

Guy 

eine Gleichung, deren Auflösung nach z ergeben mag: 
(3) £ = H(x y C x ). 

dy 
Setzt man jetzt für z wieder — , so folgt: 

cix 

dy = H(x y C x )dx, 

so daß eine erneute Integration die gesuchte Funktion: 

(4) y= f H(x, C x )dx +G 2 

liefert. 

12* 



(2) x+0 l = [ 
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Lehrsatz: Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in welcher 
x und y selber nicM vorkommen,, ist durch zwei Quadraturen lösbar, 
wobei sich im „allgemeinen" Integral (4) zwei willkürliche Konstanten C 2 
und O a einfinden. 

Beispiel. Um nach der angegebenen Methode die Differential- 
gleichung: 

<•> S-£[> + (!)"] =° 

dy 
zu lösen, setze man -?— = z und gewinnt : 

ax 

dz /, , «v , -» & z züz 

- = *(!+*») oder *, = ---—, 

woraus durch Integration folgt: 

logz — log Vi + *« = x + C x oder , = «* + <*. 

* y r Vi + *« 

Zur Abkürzung schreibe man weiter: 

u = e x+Cl ^ so daß du = udx 
wird, während sich z in u wie folgt darstellt: 

u 



z 



VT= 



w 2 



Setzt man jetzt für z wieder — ein, so ergibt sich: 

ax 

udx _ _ _ du 

dy = . ■. und also dy = -===• 

Vi — m 2 V 1 ~ ** 2 

Die zweite Integration liefert y -\- C 3 = arcsinu, ein Ergebnis, 
welches durch Wiedereinführung von # und einfache Umgestaltung als 
allgemeine Integralgleichung liefert: 

(6) x -f C x = log sin (y + C 2 ). 

3. Lösung der Differentialgleichungen F(y^ n " l \ # (w) ) = 0. 

Die in Nr. 2 behandelte Gleichung kann als Spezialfall der fol- 
genden allgemeineren Differentialgleichung aufgefaßt werden: 

(i) w-»>,y«w) = a, 

in welcher außer der n Un und (n — l) ten Ableitung von y keine weitere 
Ableitung und auch x und y selbst nicht vorkommen. 

Um das Integral der Gleichung (1) zu gewinnen, löse man dieselbe 
zunächst nach yW auf: 

( 2) A 2i-c ( dn ~ 1 y \ 

dx" ~~ Käx"- 1 / 
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und führe t/ n_1 > als neue Variabele z ein, womit die Gleichung (2) die 
Gestalt annimmt: 

< 3 > £ = *« oder dx =4k- 

Die Integration liefert: 

w * + c ' = j<^r 

eine Gleichung, die man nach Ausrechnung des rechts stehenden Inte- 
grals auf die Form bringen wolle: 

(5) z = H(x, C x ). 

Durch Wiedereinführung von y^ n ~ V statt z entspringt: 

d n — l v 
(6) ^ = H(x ' Cl) ' 

womit wir auf eine Differentialgleichung der in Nr. 1, S. 178, be- 
handelten Art geführt sind. 

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung n ter Ordnung, in welcher 
einzig yW und t/< n — J > auftreten, läßt sich durch Ausführung einer Qua- 
dratur auf eine Differentialgleichung (u — l) ier Ordnung des S. 178 ff. 
behandelten Typus zurückfuhren. Letztere Differentialgleichung wird 
unmittelbar durch (n — 1) weitere Quadraturen gelöst. Insgesamt stellen 
sich n willkürliche Konstanten ein. 

4* Lösung der Differentialgleichungen F(y, y") = 0. 

Als weiteres Beispiel einer durch Quadraturen lösbaren Differential- 
gleichung betrachten wir: 

(1) F(y, y") = 0, 

wo neben der zweiten Ableitung der abhängigen Yariabelen y nur 
noch diese selbst auftritt. 

Durch Auflösung nach y" setze man Gleichung (1) in die Gestalt: 

< 2 > 2= a M- 

Durch Multiplikation mit 2dy folgt weiter: 

(3) 2 P- • %\ • dx = 2 G(y)dy. 

v ' dx dx 2 Ki " J 

Zur Umformung der linken Seite benutze man: 

d(y'*) = 2y'dy' = 2y'.y"dx, 
oder ausführlich geschrieben: 



' O = * £ 



-rr • dx, 
dx 2 
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womit sich unsere Differentialgleichung in die neue Gestalt transformiert : 

Gleichung (4) gestattet unmittelbar, die Integration und liefert : 

dy 



©'=*! 



<?&)<**/ + Ci, dx = 



\2/G(y)dy + C, 
Nochmalige Integration liefert die gesuchte Integralgleichung. 

Lehrsatz: Die Differentialgleichung zweiter Ordnung (2), in 
welcher x und y' nicht vorkommen, läßt sich durch zwei Quadraturen 
auflösen und liefert als allgemeine Integralgleichung: 

(5) .... x = I •■ , -f- Co. 

J V2/G(y)dy + d 

Beispiel. Zur Lösung der Differentialgleichung: 

m 

multipliziere man, wie oben, mit 2dy und findet: 



Durch Integration folgt: 

dy 

udx = . , 

V*/ 2 + c x 

so daß die zweite Integration auf die Gleichung führt: 

(ix = log (jf + iy* + Oj + C 2 . 

Um das allgemeine Integral y explizit zu berechnen, entnehmen 
wir aus der letzten Gleichung durch leichte Zwischenrechnung: 

y + V*/ 2 + 0, = e»*~% 

— 'y + \y 2 + °i = c l e-i'* + c '. 

Durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten folgt: 

2 y = e-°* . & ux — Cd e°* . er* 1 *. 
Setzt man hier zur Abkürzung: 

e- c * = 2A, — C l e c *=2B, 

so entspringt als einfachste Gestalt des gesuchten Integrals: 

y = Ae ux + Be-f*, 
wo A und B willkürliche Konstanten sind. 
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Auch in den hyperbolischen Funktionen (vgl. S. 28) drückt sich 
y einfach aus. Da nämlich: 

e±P x = coshpx i sinhfix 

ist, so folgt, wenn man A -\- B = a, A — B = b setzt: 

y = acoshpx -f- bsinhpx. 

5. Lösung der Differentialgleichungen F(y<> H — a \ #<»»>) = 0. 

* ■ 

Die in Nr. 4 entwickelte Methode überträgt sich unmittelbar auf 
die Differentialgleichungen w* 61 Ordnung: 

(1) F(yC— « f *W) = f 

in denen neben der n ten Ableitung der abhängigen Variabelen y nur 
noch die (n — 2) te vorkommt. 

Eine vorgelegte Gleichung (1) löse man nach yW auf: 

(2) y<"> = G& n ~ 2) ) 

und substituiere demnächst für t/< n— 2 > die neue Variabele #: 



x=t, ._«*. . . +c a . 



Die damit erhaltene Differentialgleichung zweiter Ordnung für z 
liefert nach Nr. 4 als allgemeine Integralgleichung: 

dz 

}j2fa(ß)~dz +G 1 

Nach Berechnung des Integralausdruckes rechter Hand denke man 
die zwischen x und z erhaltene Gleichung nach z aufgelöst: 

z = H(x, C x , C 2 ) 

und führe hier wieder y ein. 

Lehrsatz: Die Differentialgleichung (1), in welcher neben y( n ) 
nur y( n — 2 ) auftritt, kann in der bezeichneten Weise durch Ausführung 
zweier Quadraturen auf die Differentialgleichung (n — 2) ter Ordnung : 

(3) ^3 = S(x,C 1) C s )- 

reduziert werden , welche letztere nach Nr. 1 durch weitere (n — 2) 
Quadraturen lösbar ist. 

« 

6. Auf die erste Ordnung reduzierbare Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung. 

Lehrsatz: Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in welcher 
entweder y oder x nicht auftritt, kann auf eine Differentialgleichung 
erster Ordnung reduziert werden. 
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Im ersteren Falle hat die Differentialgleichung die Gestalt: 

(I) F(x,y',y") = 0. 

Setzen wir hier y* = z, so ist z in der Tat durch Lösung der 
Differentialgleichung erster Ordnung: 

(1) • F(x,z,z') = 

zu gewinnen. Man erhalte z = f(x,Ci); dann gilt: 

(2) . . . g = f{x, G), y = \ f(x, C,)dx + C a . 



Beispiel. Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der 
Krümmungsradius Q eine gegebene Funktion Gr(x) der Abszisse x ist. 

Nach (2), S. 48, handelt es sich um die Integralkurven der Diffe- 
rentialgleichung : 

s 

(3) v y ; = G (X). 

Diese Gleichung hat die Gestalt der Differentialgleichung (I). Nach 
Einführung von z = y' nimmt sie die Gestalt an : 

dz dx 

(1 + **fi a(x)1 
woraus man durch Integration gewinnt: 



z* 



C dx 

J fföö 



+ Cl. 



dx 
GJx) 



Zur Abkürzung schreibe man H(x) für I 777^* Dann liefert die 



Auflösung der letzten Gleichung nach z: 

dy H(x) + G x 



z 



ü* Vi — [H(x) + Ctf 
Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch: 

y = / — dx -f- C 2 . 

-'- _ [H (x) + CJ» 



~k 



Der zweite im obigen Lehrsatz gemeinte Fall betrifft die Diffe- 
rentialgleichungen der Gestalt: 

(II) Fiy, y', y") = 0. 

Man löse dieselbe nach y" auf: 

w y = <?(</,«/) 

und entwickele die linke Seite so: 

/, _ dy^ _ H dy _ , djj_ 
dx dy dx dy 
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Gleichung (4) liefert auf diese Weise die Differentialgleichung 
erster Ordnung für y und y': 

(5) y'.^=G(v,y'). 

Haben wir als Lösung derselben y 1 = f(y, Cj) gewonnen, so folgt 
weiter: 

(6) . . . — ~IL_ = dx und x = I — — 1- C 9 . 

Beispiel. Es sollen die Kurven gefunden werden, bei denen der 
Krümmungsradius Q eine gegebene Funktion Gi(y) der Ordinate y ist. 

Jetzt handelt es sich um die Integralkurven der Differential- 
gleichung : 

(1 J_ v '*)ä 
(7) l y } = Gi(W. 

welche die Gestalt (II) besitzt. 

Als Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y und y' erhält 
man hier: 

y'dy' dy 



8 



Gi fr)' 



(i + yi>« 

deren Integration auf: 

dy 



1 _ C_d 

vm^ — J öi 



+ c x 



Vi + ^' 2 J #i (30 
führt. 

Liefert die Berechnung des rechts stehenden Integrals die Funk- 
tion H(y)> so ergibt die Auflösung der letzten Gleichung nach y': 



, = dy_ Vi - [gfr) + C,}* 
y dx H{y) + Ox 

Die gesuchten Kurven sind also dargestellt durch: 
(8) . . . . X=[ . g ^ + ^ dy+C, 

J yi - [Hör) + c,]» 

7. Lineare homogene Differentialgleichungen n** x Ordnung. 

Eine lineare Differentialgleichung n ter Ordnung zwischen einer 
unabhängigen Yariabelen x und einer abhängigen y hat die geordnete 
Gestalt (5), S. 159. Soll die Gleichung überdies homogen sein, so muß 
die rechts stehende Funktion F n + 1 (x) konstant gleich sein. Schreiben 
wir zur Abkürzung yW für den k ien Differentialquotienten von y nach 
x, so haben wir es also mit einer Differentialgleichung folgender Gestalt 
zu tun: 

(1) FoW-yM + F^x).*/*-» + ... +F n -i(x)-i/ + F n (x)-y = 0. 
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Die F (x), •••, F n (x) sind irgend welche Funktionen von x\ doch 
wird vorausgesetzt, daß die erste, F (a;), nicht konstant gleich O ist, 
weil sonst die Ordnung der Differentialgleichung <C n wäre. 

Der in (1) links stehende Ausdruck soll zur Abkürzung weiter 
folgender Formeln symbolisch durch D(y) bezeichnet werden: 

Biy) = F (x)yW + F x {x)^^ -\ \- F n (x)y. 

Erster Hilfssatz: Ist y ein Integral der Differentialgleichung (1), 
so genügt derselben auch die Funktion Cy, unter dem Faktor C eive 
beliebige Konstante verstanden. 

Da nämlich: 

*gÖ = C.g oder (Cyy» = C^ 

ist, so folgt bei der Bauart von D(y): 

D(Cy) = C-IHy). 

Ist also D{y) = 0, d. h. ist y ein Integral von (1), so folgt auch 
D(Cy) = 0, so daß Cy in der Tat auch ein Integral ist. 

Zweiter Hilfssatz: Sindy 1} y if ..., y v Integrale der Differential- 
gleichung (1), so ist auch: 

(2) y = y x + 2/2 + • • • + yv 

ein solches. 

Da nämlich: 

(0i + Vi + ••• + y,Y» = yf> -f- yf> H (- y? 

ist, so folgt wieder aus der Bauart von D(y): 

#(</i + y 2 + ••• + y>) = D(y x ) + D(y 2 ) + ... + #(*/,). 

Hier sind aber sämtliche Glieder der rechten Seite gleich 0; es ist 
also auch D (y) = D (y x + y 2 -\- • • • -\- y v ) = , d. h. die Funk- 
tion (2) befriedigt unsere Differentialgleichung D(y) = 0. 

Durch Zusammenfassung der beiden aufgestellten Sätze ergibt 
sich als 

Dritter Hilfssatz: Sindy^y^ ,..., y v irgend welche v partikuläre 
Integrale der Differentialgleichung (1), so genügt derselben auch die 
Funktion : 

(3) . . . . y = C l y i + C 2 y 2 + ... +C v y vi 

wo C lf . . . , C v irgend v Konstanten bedeuten. 

Hieran schließt sich der folgende für die Theorie der linearen 
homogenen Differentialgleichungen fundamentale 

Lehrsatz: Es lassen sich (und zivar auf unendlich viele Weisen) 
n partikuläre Integrale y ly y^ ..., y n der Differentialgleichung n ter Ord- 
nung (1) auswählen , so daß nicht nur jede mit irgend welchen n Kon- 
stanten C gebildete Funktion: 

(4) . . . . y = C 1 y l + C 2 y 2 + ... ' -f G n y n 
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eine Lösung von (1) darstellt, sondern daß umgekehrt ,jedes a Integral y 
der Differentialgleichung (1) durch y lt . .., y n in der Gestalt (4) dar- 
stellbar ist. 

Der Nachweis dieses Satzes, welcher weitgehende funktionen- 
theoretische Vorbereitungen erfordern würde, soll hier nicht gegeben 
werden. 

8. Lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten 

Koeffizienten. 

Als Beispiel betrachten wir die lineare homogene Differential- 
gleichung : 

(1) . . Ooy<»> + a iy <»-» + ... + a n _ iy ' + a n y = 

mit konstanten Koeffizienten a , a 11 ..., a n -_i, a n , deren erster nicht 
verschwinden soll. Abgekürzt schreiben wir (1) wieder D(y) = 0. 

Differentialgleichungen D(y) = dieser Gestalt kann man durch 
elementare Funktionen lösen. 

Zu diesem Zwecke stelle man mit den in (1) auftretenden Koeffi- 
zienten a , a lf ..., a n die algebraische Gleichung n Un Grades: 

(2) . . . a n n + ajft' 1 - 1 + ••• + a n _!f* -f a„ = 

mit der Unbekannten fi auf und bezeichne die in (2) links stehende 
ganze Funktion 6r(f*) von fi als die zum Differentialausdruck D(y) 
n ter Ordnung gehörende ganze Funktion n ten Grades. 

Lehrsatz: Ist (i eine Wurzel der durch Nullsetzen der ganzen 
Funktion G(p) entspringenden Gleichung n Un Grades (2)^ so ist: 

(3) y = e a * 

ein Integral der in (1) vorgelegten Differentialgleichung D(y) = von 
der n ten Ordnung. 

Aus (3) folgt nämlich: 

woraus sich ergibt: 

D(e ux ) = <r x G(p). 

Ist somit 6r(ft) = 0, so befriedigt y = e ux in der Tat die Gleichung (1). 
Hat die Gleichung G (fi) = n reelle und durchgehends ver- 
schiedene Wurzeln fi lt fi 2 , . .., (i n , so finden wir n verschiedene Integrale 
von (1): 

Vl = e u * x , y 2 = *"**, ..., y n = J 1 »*. 

Es läßt sich zeigen, daß man mittels dieser n partikulären Integrale 
im Sinne des letzten Lehrsatzes von Nr. 7 das allgemeine Integral y 
von (1) in der Gestalt aufbauen kann: 

i (4) . . . y = C^i* + C 2 e«** + ... + C n e u »\ 
wo Ci, C 2 , .-.» C n willkürliche Konstante sind. 
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Sind die Lösungen der Gleichung 6r(ft) = nicht mehr durch- 
gehende voneinander verschieden, so liefert der entwickelte Ansatz 
nicht mehr n verschiedene Integrale; dieselben sind dann nach dem 
letzten Lehrsatze in Nr. 7 auch noch nicht ausreichend zur Darstellung 
des allgemeinen Integrals. 

Um in diesem Falle weitere Integrale zu finden, verfahren wir so: 

Ist [i eine mindestens zweifache Wurzel von 6r(fi) = 0, so be- 
friedigt (vgl. S. 100) fi auch die durch Differentiation der ganzen Funk- 
tion G entspringende Gleichung Gr'(fi) = vom (n — l)* 611 Grade. 

Letztere gehört der Differentialgleichung (n — l) ter Ordnung: 

naotp-v + (n — 1) a^C"" 2 ) H + a n ^y = 

zu, deren linke Seite wir durch B' (y) bezeichnen wollen. Diese 
Gleichung B f (y) = wird also nach dem obigen Lehrsatze im vor- 
liegenden Falle gleichfalls die Lösung: 

(5) y = e u * 

besitzen. 

Ist nun zunächst y eine beliebige Funktion von x, und setzt man 
y x = xy y so folgt aus der Leibnizschen Kegel (S. 32): 

0»> = xtfV + ky®~ l \ 

Hieraus ergibt sich für den in (1) vorliegenden Ausdruck B(y): 

(6) B(y i ) = xB(y) +- D'(y). 

Versteht man nun wieder unter y die Funktion e ux , so gilt D(y)= 
und B'(y) = 0, so daß aus (6) sofort B(y x ) = B(xy) = folgt. 

Lehrsatz: Istp eine mindestens zweifache Wurzel der zuB(y) = 
gehörenden Gleichung G((i) = 0, so hat die Bifferentidlgleichung die 
beiden Lösungen: 

(7) e ux und xe ux . 

Diese Überlegung ist leicht zu verallgemeinern: Ist (i eine min- 
destens dreifache Wurzel von Gr (/Li) = , so haben wir erstlich die 
beiden Integrale (7) für B (y) = 0. Da aber jetzt p eine mindestens 
zweifache Wurzel von G' (ft) = ist , so hat nach dem eben auf- 
gestellten Lehrsatze auch B' (y) = das Integral xeP x . Setzt man 
sonach diese Funktion für y in (6) ein, so folgt B (x 2 e> ux ) = 0. 

Durch Fortsetzung des gleichen Verfahrens entspringt der 

Lehrsatz: Eine a- fache Wurzel (i der Gleichung G((i) = liefert 
für die Bifferentidlgleichung B(y) = die cc Integrale: 

(8) 'e ux , xe**, x 2 e* x , ..., x«- 1 e ux . 

Auf den Fall, daß die Gleichung 6r(f0 = komplexe Lösungen 
hat, kommen wir im Anhange zurück. 
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9. Lineare nichthomogene Differentialgleichungen 

n ter Ordnung. 

Es sei jetzt eine lineare nichthomogene Gleichung: 

(1) / F ° (x)y(n) + F i(*)* 0, ~ X) + — + F »-i W^ + F n(x)y 

oder abgekürzt geschrieben: 

D(y) = F n + 1 (x) 

vorgelegt, wobei natürlich wieder F (x) als nicht mit identisch an- 
genommen wird. 

Zur Erleichterung der folgenden Überlegung setzen wir n = 4 ; 
doch ist diese Überlegung auf beliebige Ordnungen n übertragbar. 

Die Gleichung D(y) = bezeichnen wir als die zur vorgelegten 
Gleichung (1) gehörige homogene Differentialgleichung. Wir nehmen 
an , daß vier partikuläre Integrale dieser homogenen Gleichung in y x , 
Vi> V%i Vi bekannt gegeben seien, ans denen sich das allgemeine Integral 
in der Gestalt: 

(2) . . . . G l y 1 + C 2 y 2 + C.y, + C k y K 

berechnet. Für die vier Funktionen y Xl y 2 , #3, V\ gelten hiernach die 
Gleichungen : 

(3) . . D(y,) = O f D(y 2 ) = 0, Dfa) = 0, D(y 4 ) = 0. 

Man setze nun in (2) an Stelle der C vier noch nicht näher be- 
stimmte Funktionen <p x (#), ..., <p A (x) ein und versuche mit der so ent- 
springenden Funktion: 

(4) . . y = q> 1 (x)-y 1 + qp 2 (*)-#* + VsW'to + VaW'Pa 

von x der Gleichung (1) zu genügen. 

Hierbei bemerke man, daß man über die drei Funktionen (f ly <jp 2 , qpj 
willkürlich verfügen darf, dann aber immer noch <p 4 so bestimmen 
kann, daß y eine gewünschte Funktion, hier ein Integral von (1) wird. 
Man kann die Sachlage auch dahin aussprechen, daß man für die vier 
Funktionen q> von vornherein drei Bedingungen willkürlich vorschreiben 
darf, dann aber immer noch mit der Funktion (4) der Differential- 
gleichung (1) zu genügen vermag. 

Als die drei vorzuschreibenden Bedingungen wählen wir: 

IVi 9>i + Vi 92 + yz <p's + y±y\ = 0, 
y\ <p'i + y f 2 y'2 + y'z <p$ + y\ y\ = o, 
yi>i + 2/292 + tfrt + yi>i = 0. 

Es sind somit für die Ableitungen <pi, ..., <pi drei lineare Gleichungen 
vorgeschrieben, deren Koeffizienten als Ableitungen der y lt ..., y 4 be- 
kannte Funktionen von x sind. 
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Um nun die in (4) angesetzte Funktion y in (1) einzutragen, 
berechne man vorab erst noch die Ableitungen y\ ..., y^ derselben. 
Unter Rücksicht auf (5) findet sich: 

y = <p\Vi + qp a #2 + 93^3 + «P42/4, 
y' = Vitfi + 922/2 +<p 3 ys + 942/i, 
y" = <Pi y'i + 9a yi + 9s y* + 94 y'l » 

2/ — 9l2/l + 92^2 + 932/3 + 942/4 » 

während man für # (4) den achtgliedrigen Ausdruck gewinnt: 
iß) = Vl y(*> + <p if fi) + <p z yf + <p^yf + yiyi" + ••• + ^2/". 
Multipliziert man diese fünf Gleichungen der Reihe nach mit 
F A (#), ..., F (a;) und addiert dieselben sodann, so folgt: 

B(y) = 9i#(2/i) + 9*^(2/2) + 9^(2/3) + Vi-Dfo) 
+ ^o (*) (9>1 SÄ" + Vi SÄ' + 9>i tf" + 94 2/i"). 
Infolge von (3) verschwinden hier die vier ersten Glieder rechter 
Hand, und es wird demnach y in der Tat eine Lösung der Gleichung 
D (y) = F b (x) darstellen, wenn die Gleichung gilt : 

yi 9l + 2/2 <jP2 + «/3 98 + 2/4 <jP4 = y , v ' 

Diese Gleichung reihen wir als vierte den Gleichungen (5) an und 
besitzen damit ein System von vier Gleichungen mit den vier linear vor- 
kommenden Unbekannten 9I, qp 2 > 93 > 9i> wofcei die Koeffizienten dieser 
Gleichungen bekannte Funktionen y lf ..., y'l', F (x), F h (x) von x sind. 

Wie eingehendere Untersuchungen zeigen, hat die Auflösung dieses 
Gleichungssystems nach (p[, . . . , qp* keine Schwierigkeiten. Man lernt 
so die 9>i, . . . , <p\ als Funktionen von x kennen : 

& = *■<*>• & = *■<*>• & - *■<*>• d -& = ♦• «■ 

Die Integration dieser vier Gleichungen führt zur Kenntnis der 
qPj, .. ., (pi selbst. 

Lehrsatz: Ist das allgemeine Integral (2) der homogenen Gleichung 
D(y) = vierter. Ordnung bereits bekannt, so kann man das allgemeine 
Integral der vorgelegten Differentialgleichung D (y) = F$ (x) vierter Ord- 
nung durch Ausführung von vier Quadraturen in der Gestalt berechnen: 



(6) y = 2/i 1>i(x)dx + ... + y A tp 4 (x)dx + G x y x -\ + C 4 y 4 . 

Die Funktionen tp 11 ..., ^ 4 sind aus den y i9 . .., # 4 , ihren Ableitungen 
und den Funktionen F (x) , F 6 (x) vermöge der Auflösung von vier 
linearen Gleichungen in bezeichneter Art zu berechnen. 

Die hier entwickelte Lösung der linearen nichthomogenen Diffe- 
rentialgleichung (1) wird als die „Methode der Variation der Konstanten" 
bezeichnet, insofern an Stelle der Konstanten C in (2) variabele Größen 
q)(x) in (4) treten. Diese Methode ist von Lagrange aufgestellt. 
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lO. Lösung der Differentialgleichungen durch unendliche 

Reihen. 

Kann man eine vorgelegte Differentialgleichung: 

nicht durch eine sonst bereits bekannte Funktion y von x auflösen, so 
ist der Versuch angezeigt, eine der Differentialgleichung genügende 
Funktion y in Gestalt einer nach Potenzen von x fortschreitenden 
unendlichen Reihe anzugeben oder, wie man sagt, „die Differential- 
gleichung vermöge einer unendlichen Reihe zu integrieren". 

Man setzt hierbei zunächst die Reihe für y mit unbestimmten 
Koeffizienten an: 

(2) y = Oo 4- <h* + <h* 2 + ••-! 

dy d*y 
berechnet hieraus — , -z—z, ••• und trägt diese Ausdrücke in die ge- 

ax ax Ä 

gebene Differentialgleichung ein. 

Die so entspringende Gleichung enthält nur noch x und muß 
identisch gelten, d. h. für jeden Wert von x richtig sein. 

Läßt sich demnach die linke Seite der fraglichen Gleichung selbst 
wieder nach Potenzen von x anordnen, so muß jeder einzelne Koeffi- 
zient dieser Reihe verschwinden. Die durch die Reihe dargestellte 
„ Funktion u von x hat nämlich den konstanten Wert 0. Da nun nach 
S. 70 die Potenzreihenentwickelung einer Funktion immer deren 
Mac L aurin sehe Reihe ist, so verschwinden für die vorliegende 
„Funktion 4 * alle Koeffizienten der fraglichen Reihe. 

Man gewinnt so unendlich viele Gleichungen zur Bestimmung der 
Koeffizienten a , a 19 a 2 , ... im Ansätze (2). 

Die entspringende Reihe (2) wird innerhalb ihres Konvergenzbezirkes 
eine der Differentialgleichung genügende Funktion darstellen und ebenda 
die Funktionswerte näherungsweise zu berechnen gestatten. 



11. Die hypergeometrische Reihe. 

Der vorstehende Ansatz soll auf die homogene lineare Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 

(1) . . x(x-l)^ + [(l+cc+ ß)x-y]^ + aßy = 

angewandt werden, wobei a, ß, y irgend welche reelle Konstanten sind, 
von denen jedoch die dritte y weder gleich noch gleich einer nega- 
tiven ganzen Zahl sein soll. 
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In (1) haben wir einzutragen: 

dy 



00 _ 00 

lc=0 fc=0 



&y 



oo 



= 2 (Ä + 2)(fc + l)a fc+2 s k , 



wodurch wir erhalten: 

oo ao 

^(*-i)2< Ä; + 2 >< fc + 1 > ak + aa;k +K 1 + a +^ a;_ ^2^+ 1 > ak + ia!;fc 

fc=0 *=o 

oo 

+ «/? ^ a k x» = 0. 
Bei der Anordnung nach ansteigenden Potenzen von x setze man : 

00 00 

& 2 (Aj + 2) (Aj + x) ök+2a?fc = 2 *'<*' — x > ^^ 

00 



und darf demnächst den Index am Summationsbuchstaben k' wieder 
unterdrücken. 

Indem man mit den übrigen Gliedern der vorletzten Gleichung 
ähnlich verfährt, läßt sich dieselbe in folgende Gestalt überführen: 



00 



(2) 2j K* + «)(* + ß)** - (* + i)(* + r)«*+i]** = o. 

fc=0 

Hier muß der Koeffizient jeder einzelnen Potenz # k verschwinden, 
so daß wir mit Rücksicht auf die über y gemachte Voraussetzung für 
die Berechnung der a& folgende Bekursionsformel gewinnen: 

(V\ n —n (* + *)tf + fc ) 

(3) • ' • • ak+l - a " ' (k + l)(y + *)' 

Setzt man noch a = 1, so sind alle weiteren a* auf Grund von 
(3) eindeutig bestimmt. 

Für den Quotienten zweier aufeinander folgender Glieder Ufc + i 
und Ujc unserer Reihe finden wir auf Grund von (3): 

a 3 

1 + T 1 + T 

= • X = • • X, 

u* a k l_ y_ 

1 k L ^ k 



woraus wir weiter schließen: 

47, - ! 

= \x\. 



(4) Ihn. 



Wfc+i 



U k 
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Nach S. 56 konvergiert die Reihe also für \x\ <^ 1 , während sie 
für \x\ > 1 divergiert. 

Lehrsatz: Die homogene lineare Differentialgleichung (1) läßt 
sich vermöge der unendlichen Beihe: 



__ e ti x . «(« + i)-ß(ß + i) . 

I ' ' ' 1 .v ' \ .O.-utv -i- 1\ 

(5) 



I 



y ^ 1-y ^ l-2.y(y 4-1) 



q(« + 1)(« + 2)/3(/3 + l)(fl + 2) 

^ 1.2.3.y(y + l)(y +2) ^ 



auflösen, d. h. die durch diese Potenzreihe innerhalb ihres Konvergenz- 
intervalls — 1 < # < + 1 definierte Funktion stellt ein partikuläres 
Integral der Differentialgleichung (1) dar. 

Die Beihe (5) nennt man „hyper geometrische Beihe u und bezeichnet 
sie abgekürzt durch das Symbol F(a y ß, y; x\ 

Durch geeignete spezielle Auswahlen der «, ß, y kann man in 
F (a , ß, y\ x) zahlreiche besondere Funktionen , insbesondere auch 
elementare wiedergewinnen. 

So liefert z. B. F (1, 1, 2; x) mit dem Faktor x versehen die 
Logarithmusreihe (vgl. S. 66): 

log(l + x) = xF(l, 1, 2;x). 

Für « = — w, /J = y = 1 gelangen wir nach Zeichen Wechsel 
von x zur Binomialreihe (vgl. S. 69): 

(1 + x ) m = F(—m, 1, 1; — x). 

■^(Vai Va« V2» # 2 ) ergibt, mit dem Faktor # versehen, nach kurzer 
Zwischenrechnung die S. 71 aufgestellte Reihe der Funktion arc sin x: 

arcsinx = x.F{ l / 2 , V2» 3 /a> # 2 )- 

Betrachten wir etwa endlich noch F l rn, 1, 1; — ) für ein unend- 

\ m/ 

lieh wachsendes w. Der Grenzübergang führt zur Exponentialreihe, 

die S. 64 aufgestellt wurde: 

e* = Um. F Im, 1, 1 ; — j • 
m-^00 \ mj 



Fr icke, Leitfaden. jt> 



Anhang. 



Komplexe Zahlen und Funktionen komplexer Variabelen. 



1. Einführung der komplexen Zahlen. 

Die quadratische Gleichung x 2 = — 1 kann weder durch eine 
positive, noch durch eine negative Zahl x, noch auch durch x = 
gelöst werden. 

Sagt man demnach (unter Beibehaltung des zunächst allein für 

positive Radikanden erklärten Quadratwurzelzeichens), \ — 1 sei eine 

Lösung der Gleichung x 2 = — 1, so ist in y — 1 eine dem bisherigen 
System aller positiven und negativen Zahlen nicht angehörige neue 
Zahl geschaffen. 

Diese neue Zahl \ — 1, welche „imaginär" heißt und abgekürzt 
mit i bezeichnet wird, hat zunächst nur die Eigenschaft, mit sich selbst 
multiplizierbar zu sein und dabei das Produkt — 1 zu geben. 

Um die Zahl i ausgedehnter in Benutzung zu nehmen, gibt 
man die 

Erklärung: Die Zahl i soll den bisherigen ganzen und gebrochenen 
positiven und negativen Zahlen hinzugesellt werden , und in dem solcher- 
gestalt erweiterten Zahlensysteme sollen alle, die vier Grundrechnungen 
der Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division betreffenden, 
Hegeln unverändert bestehen bleibm. 

Bei Ausführung der Operationen der Addition usw. auf die Zahlen 
des vorliegenden Systems tritt eine neue Erweiterung dieses Systems 
ein: Aus zwei Zahlen a, b der bisherigen Art und der Zahl i erzeugt 
man durch Multiplikation und Addition die Zahl (a + *■&) oder kurz 
(a -\- ib). 

Erklärung: Die so zu gewinnenden Zahlen (a -f- ib) heißen 
„komplexe Zahlen". Ist von den Zahlen a, b die letzte, b, allein ^ 0, 
so spricht man von einer „rein imaginären"' Zahl; und man nennt i oder 
+ i die „positive", — 1-i oder — i die „negative imaginäre Einheit"- 
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Ist b = 0, liegt also eine Zahl der bisher allein betrachteten Art vor, so 
spricht man von einer „reellen Zähl*. Im Anschluß hieran heißt a der 
„reelle", ib der „imaginäre Bestandteil" der komplexen Zähl (a -f- ib). 

Erklärung: Die beiden komplexen Zählen (a ■+- ib) und (a — ib), 
welche sich nur im Vorzeichen des imaginären Bestandteils unterscheiden, 
heißen „einander konjugiert komplex* 1 oder kurz „konjugiert*. 

Will man a und b nicht konstant, sondern variabel denken, so 
schreibe man x statt a und y statt b y wobei dann x und y veränder- 
liche Größen im Sinne von S. 1 sind. 

Es entspringt der Begriff der „komplexen variäbelen Größe" oder 
kurz der „komplexen Variäbelen* (x -f- *#)• 

2. Beohnungsregeln für komplexe Zahlen. 

Für die Addition resp. Subtraktion zweier komplexer Zahlen 
(a -j" *&) ubcL (c -\- id) findet man: 

(1) . . (a + ib) ± (c + id) = (a ± c) + i(b ± d), 
und auf dieselbe Weise ergibt sich die Formel : 

(2) . . (a — ib) ±(c — id) = (a ± c) — i(b ± d). 

Bei der Multiplikation beachte man, daß i 2 = — 1 ist; es er- 
geben sich die Formeln: 

(3) . . (a + ib) (c + id) = (ac — bd) + i(ad + bc), 

(4) . . (a — ib) (c — id) = (ac — bd) — i(ad -f- &c)« 

Soll (a -f" *&) dunm (c + id) geteilt werden, so darf (c -f- id) 
nicht mit der Zahl identisch sein. Dies vorausgesetzt, findet man: 

/k\ a + ib — (« + ib) (0 — id) 
W c + id (c + id) (c — id) ~ 

Daneben reiht sich die Formel: 

a — ib ac + bd 

W ' ' • ' c — id ~~~ c 2 + d 2 * c 2 + d 2 

Aus diesen Rechnungen ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Divi- 
sion zweier komplexer Zählen ergibt jeweils als Resultat wieder eine 
komplexe Zähl. 

Ersetzt man die beiden gegebenen Zählen zugleich durch ihre kon- 
jugierten, so geht auch die als Resultat entspringende Zahl in ihre kon- 
jugierte Zahl über. 

Beide Regeln werden erhalten bleiben, wenn wir Addition, Sub- 
traktion usw. wiederholt ausüben. Als zusammenfassende Benennung 
für die Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Potenzierung 
(wiederholte Multiplikation) benutzten wir schon gelegentlich diejenige 
der „rationalen Rechnungsarten" (vgl. S. 5). 

13* 



ac -\- 
c 2 + 


bd 
d 2 


+ i 


bc 
c 2 


+ 


ad 
d 2 


.bc 


— ad 
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Anhang: Komplexe Zahlen und komplexe Funktionen. 



Lehrsatz: Wendet man auf gegebene komplexe Zahlen irgend 
welche rationale Rechnungen an, so ist das Ergebnis stets wieder eine 
komplexe Zahl. 

Eine Gleichung, in welcher irgend welche komplexen Zahlen rational 
verbunden erscheinen, bleibt richtig, falls man alle vorkommenden Zahlen 
zugleich durch ihre konjugierten ersetzt. 

Als Spezialfall der Formel (3) merke man an: 

(7) (a -f ib)(a — ib) = a* + 6 2 . 

Lehrsatz: Das Produkt zweier konjugierter Zahlen ist reell und 
positiv. 




x-Achse 



3. Geometrische Deutung der komplexen Zahlen. 

Zur geometrischen Deutung der komplexen Zahlen bedienen wir 
uns desselben Hilfsmittels, das wir oben (S. 117) zur Versinnlichung der 

Wertepaare zweier unabhängiger 
Variabel en benutzten. • Wir legen 
der fraglichen Deutung eine Ebene 
und in ihr ein rechtwinkeliges Ko- 
ordinatensystem zugrunde und geben 
folgende 

Erklärung: Der Punkt P der 
Ebene mit der Abszisse x = a und 
der Ordinate y = b soll der Bild- 
punkt oder das Bild der komplexen Zahl (a -f- ib) sein (vgl. Fig. 67). 
Die Ebene heiße „Ebene der komplexen Zahlen" oder kurz ^Zahlen- 
ebene". 

Die X' Achse liefert die Bildpunkte der reellen Zahlen und heißt 
deshalb die „reelle Achse". Die y- Achse besteht (abgesehen vom Null- 
punkte) aus den Bildern der rein imaginären Zahlen und heißt des- 
halb auch „imaginäre Achse". 

Benutzen wir statt der rechtwinkeligen Koordinaten Polarkoordi- 
naten r, fr, so gilt, wie Fig. 67 zeigt, a = r cos fr, b = r sin fr. 

Als „Polardarstellung* 4 der komplexen Zahl (a -f- ib) ergibt sich so: 

(1) . . a -f" ib = r cos fr -\- irisin fr = r (cos fr + i sin fr). 

Erklärung: Der Zahlenwert des Badius vector r des Bildpunktes 
P von (a + H>) heißt „absoluter Betrag" der komplexen Zähl (a -\- ib), 
und letzterer wird, wie 8. 11, durch \a -\- ib\ bezeichnet: 



(2) \a + ib\ = r = + V« 2 + b 2 . 

Der Winkel fr sei in Bogenmaß gemessen (vgl. S. 7) und heißt „Amplitude" 
der komplexen Zahl (a -\- ib). 

Eine komplexe Variabele (x -\- iy) heißt „unbeschränkt" oder 
„beschränkt veränderlich" , je nachdem der Bildpunkt P von (x -\- iy) 
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in der Zahlenebene an jede Stelle gelangen kann oder nicht. Im letz- 
teren Falle bilden die gesamten für P zugänglichen Stellen der Zahlen- 
ebene den „Bereich* der komplexen Kit., ss. 
Variabelen (x ■+- ig), y- Achse 

Die komplexe Große heißt 
„stetig variabel" oder kurz „stetig", 
falls ihr Bildpnnkt P in der Zahlen- 
ebene Bewegungen „im gewöhn- 
lichen Sinne" ausführt. Eine ste- 
tige Variabele z kann demnach nie 
anendlich groß werden, nnd der 
Bereich einer stetigen and be- 
schrankt veränderlichen Größe z ist stets ein zusammenhängendes Stack 
der Zahlenebene. 

Die Gestalt solcher Bereiche kann sehr verschiedenartig sein; 
man sehe z. B. den in Fig. 68 durch das schraffiert« Stück der Zahlen- 
ebene dargestellten Bereich. 

4. Geometrische Deutung der Addition komplexer Zahlen, 
Die Formel für die Addition zweier komplexer Zahlen: 

(1) . . . (o + rt) + (c + id) = (o + c) + 1(6 + d) 

liefert in der Zablenebene die durch Fig. 69 dargestellten Verhältnisse. 

Lehrsatz: Der Bildpnnkt P" der Summe zweier komplexer Zahlen 
uird gewonnen, indem man die Badien vedoren OP und OP' der 
Summanden zieht und dieselben zum pjg. es. 

Parallelogramm ergänzt; der vierte (0 
gegenüberliegende) Eckpunkt- dieses Par- 
allelogramms ist P". 

Der Grundsatz der Addition , daß 
der Summen wert unabhängig von der 
Reihenfolge der Summanden ist, wird 
durch die ausgeführte Konstruktion 
direkt ersichtlich. 

Die absoluten Beträge der Sammanden und der Summe werden 
in Fig. 69 durch die Längen der Strecken OP, PP" und OP" gegeben. 
Die Fignr ergibt den 

Lehrsatz: Der absolute Betrag der Summe zweier komplexer Zahlen 
ist niemals größer als die Summe der absoluten Beträge der Summanden: 

(2) . . |(a + c) + i(b + d)\ g I« + (»| + \c + «|i 

und das Gleichheitszeichen gilt hier nur dann, wenn die beiden Sum- 
manden gleiche Amplitude haben. 
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Dieser Satz überträgt sich sofort auf Summen einer beliebigen 
endlichen Anzahl von Summanden. 

Noch einfacher läßt sich die geometrische Deutung der Addition 
fassen, wenn man die einzelne komplexe Zahl in der Zablenebene durch 
eine solche parallel mit sich selbst verschiebbare Strecke versinnlicht, 

Fi „ 70 welche in Bichtung und Länge mit 

dem von nach P gerichteten Ra- 
dius vector der Zahl übereinstimmt. 
Die Addition wird dann einfach 
vollzogen, indem man, vom Null- 
punkt beginnend, die den Sum- 
manden entsprechenden Strecken nach 
der „Begel der Streckenaddition in 
der Ebene" aneinander trägt, wie 
dies Fig. 70 im Falle dreier Sum- 
manden andeutet. Der Endpunkt der letzten Strecke ist der Bildpunkt 
der Summe; und es gilt der Satz, daß dieser Punkt unabhängig von 
der Anordnung der Summanden ist. 

5. Geometrische Deutung der Multiplikation komplexer 

Zahlen. 

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen (a -\- i b) und (c + ?' d) 
lieferte [vgl. Formel (3), Nr. 2]: 

(1) . . (a-f ib) (c + id) = (ac — bd) -f- i(ad + bc). 
Man zeigt nun leicht die Richtigkeit der Gleichung: 

V(ac — bdy + {ad + bc) 2 = Va 2 + b 2 • Vc 2 + d 2 , 
welche mit Rücksicht auf (1) ergibt: 

(2) . . \(a + ib) (c + id)\ = \a + ib\ . \c + id\. 

Der absolute Betrag des Produktes zweier komplexer Zahlen ist 
hiernach gleich dem Produkte der absoluten Beträge der beiden Zahlen. 

Bildet man demnach unter Heranziehung der Polardarstellung (1), 
Nr. 3, den Ansatz: 

r (cos fr + i sin fr) -r' (cos fr' + i sin fr) = r" (cos fr" + i sin fr"), 
so ist r" = r • r', und es restiert die Formel : 

(cos fr -f- i sin fr) '(cos fr -f- i sin fr 9 ) = cos fr" + i sin fr", 
(cos fr cos fr' — sin fr sin fr') -f- i (sin fr cos fr 1 + cos fr sin fr*) 

= cos fr" + i sin fr", 

(3) . . cos (fr -f fr') 4- i sin (fr + fr') = cos fr" + i sin fr'. 

Setzen wir die reellen Bestandteile in (3) links und rechts ein- 
ander gleich und ebenso die imaginären, so folgt: 

cos fr" = cos (fr + #'), sin fr" = sin (fr + fr'); 
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und also ist fr'\ von einem Multiplum von 2 n abgesehen (welches wir 
jedoch hier vernachlässigen dürfen), gleich (fr -\- fr'). 

Durch Zusatz weiterer Faktoren entspringt der allgemeine 

Lehrsatz: Der absolute Betrag des Produktes einer endlichen 
Anzahl von "komplexen Faktoren ist gleich dem „Produkt" der absoluten 
Beträge dieser Faktoren; die Amplitude des Produktes ist gleich der 
„Summe" der Amplituden der einzelnen Faktoren. 

Einen analogen Satz für die Division zweier komplexer Zahlen 
wird man leicht aufstellen. 

Die Erörterungen der Nrn. 3, 4 und 5 verleihen sowohl den kom- 
plexen Zahlen selbst, wie den rationalen Rechnungen mit ihnen eine 
konkrete Bedeutung. 

6. Der Moi vre sehe Lehrsatz. 

Es sei n irgend eine ganze positive Zahl. 

Nach dem Lehrsatze in Nr. 5 gewinnen wir für die n te Potenz 
einer komplexen Zahl: 

[r (cos fr + isinfr)] n = r n (cosnfr -f- i sinn fr). 

Setzt man r = 1, so folgt: 

(1) .... (cosfr + isinfr) n = cos n fr + i sinn fr. 

Formel (1) gilt auch für n = 0; denn in diesem Falle haben 
beide Seiten in (1) den Wert 1. 

Geht man zu den reziproken Werten der linken und rechten Seite 
von (1) über, so ist 

(cos fr + isinfr)-" = jr— — — -; 

cos n fr + % smn fr 

und durch Umwandlung der rechten Seite vermöge (5), S. 195, folgt: 

(cos fr + isinfr)~~ n = cos n fr — i sinn fr. 

Nun ist für irgend einen Winkel r\ stets cos ( — ri) = cos fj und 
sin( — fj) = — sin r\. Die letzte Formel liefert also: 

(cos fr + i sin fr)— n = cos ( — n) fr -\- . i sin ( — n) fr. 

Moi vre scher Lehrsatz: Für jede ganze positive oder negative 
Zahl n, sowie für n = gilt die Gleichung: 

(2) .... (cos fr + isinfr) n = cos n fr -f~ i sinn fr. 

7. Badizierung komplexer Zahlen, Einheits wurzeln. 

Als n te Wurzel aus der gegebenen komplexen Zahl r (cos fr -\- i sin fr) 
ist jede komplexe Zahl r' (cos fr' -{- i sin fr f ) zu bezeichnen , deren n ie 
Potenz gleich r (cos fr -f- i sin fr) ist, für welche also die Gleichung gilt: 

(1) . . . r' n (cosnfr' -\- i sinn fr 1 ) = r (cos fr -j- i sin fr). 
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ti 



Es ist somit r' die eindeutig bestimmte reelle positive Zahl y r, 
während für fr f die Gleichung: 

(2) . . . . nfr' = fr + 2vit, fr' = - + ?-^ 

n n 

mit einer beliebig zu wählenden ganzen Zahl v bestehen muß. 

Zwei solche Winkel fr\ die um ein Multiplum von 2 n voneinander 
verschieden sind, liefern ein und dieselbe Zahl r 1 (cos fr f + isinft'). 
Man erhält also bereits alle n ten Wurzeln aus r (cos fr + i sin fr) , falls 
man für v nur die n Zahlen v = 0, 1, 2, ..., n — 1 einsetzt. 

Lehrsatz: Es gibt stets genau n verschiedene n te Wurzeln aus 
einer von verschiedenen komplexen Zahl r (cos fr + i sin fr), nämlich: 

v r fr fr~\ 

V r \cos — + isin — , 
'in wj 

yr cos ( ) + * sin ( ) , 

1 L \w w / \n n / J 



(3) 



V7 [cos (| 



+ 



4tf 
n 



) 4- t stn [ — 

/ \n \ 



f)\ 



>[«»(* 



+ 



2(n — l)3r \ . . 

) ■+■ i stn 

n ) 






+ 



2(n — \)7C 



n 



■)] 



Speziell für r = 1, # = gilt die 

Erklärung: Eine komplexe Zahl, deren n te Potenz gleich -f- 1 ist, 
heißt eine »n te Wurzel der Einheit" oder kurz eine v n te Einheitswurzel u . 

Lehrsatz: Es gibt genau n verschiedene n ie Einheitswurzeln , die 
6 , s lt . . ., £„_i heißen mögen; zufolge (3) ist b = 1 und allgemein gilt: 



2vn . . . 2v7t 

cos ' -f- ism 



(4) s v = 

n n 

zu bilden für v = 0, 1, 2, ..., n — 1. 

Formel (2), Nr. 6, lehrt* daß die Einheitswurzel s v als v u Potenz 



Fig. 71. 




■von s x dargestellt werden kann; und 
der Lehrsatz in Nr. 5 zeigt, daß alle 
n ten Wurzeln (3) aus der zähl 

r (cos fr + i sin fr) 
gewonnen werden, wenn wir die erste 
unter ihnen der Reihe nach mit s , e lr .. ., 
s n — 1 multiplizieren. 

Die Bildpunkte der Zahlen £ v in 
der Zahlenebene liegen sämtlich auf 
dem Kreise mit dem Radius 1 um den 
Nullpunkt, der kurz der „Einheits- 
kreis" heiße. Dabei teilen die Bild- 
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2n 
punkte diesen Kreis in n gleiche Bogen der Größe — , und der Schnitt- 
punkt des Einheitskreises mit der positiven reellen Achse liefert den 
ersten Teilpunkt. 

Lehrsatz: Die n Bildpunkte der n Un Einheitswurzeln e v stellen die 
Ecken desjenigen dem Einheitskreise eingeschriebenen regulären n-Ecks 
dar, dessen erste Ecke bei x = 1, y = liegt. 

Die beigefügte Figur 71 bezieht sich auf den Fall n = 5. 

Für die niedersten Werte n haben wir explizite: 

(n =2) «0 = 1» * i = — !» 

— 1 -Mj/3 _ — 1 — ifs 
2 



(n = 3) «o = 1» £ i = ö — — • 6 2 



(n = 4) 6 = l, £l = i, s 2 = — 1, « 3 = — i\ 



(n = 5) e Q = 1, e l= _L_L_ + _^ _L_ , ... 

Allgemein nennen wir noch den 

Lehrsatz: Unter den n ten Einheitswurzeln ist im Fälle eines un- 
geraden n nur e = 1 reell, im Fälle eines geraden n aber die beiden 
e = 1 und £„ = — l. 



8. Unendliche Beihen mit Jkomplexen Gliedern. 
Erklärung: Es sei eine unbegrenzte Anzähl komplexer Zählen 

vorgelegt , wnd es existiere eine endliche reelle oder komplexe Zahl g von 
folgender Art: Nach Auswahl einer „beliebig" kleinen reellen Zahl ö, 
die jedoch > sein muß, soll es stets einen zu diesem 8 gehörenden 
endlichen Index n geben, so daß für alle m ^> n der absolute Betrag 
\g — a>m — i b m | < S ist. Kann wirklich eine solche Zahl g angegeben 
werden, so heißt diese Zähl die „Grenze" der Zahlenreihe (1): 

(2) 1 . g = Um. (a n + ib n ). 

Es sei nunmehr eine unbegrenzte Anzahl komplexer Zahlen 
u Q -f- iv , u x -f- iv l9 u. 2 -f- *t>2» ••• gegeben, die wir abgekürzt w , w x , 
w. 2 , • • • nennen : 

(3) w = u -f- i v o> w x = Ui + iv u w 2 = u 2 4" *'*>*» ••• 

Erklärung: Die aus den „Gliedern" w , w lf w 2 , ••• aufgebaute 
unendliche Beihe: 

(4) w 4- w x + w 2 + w s + ••• 

7^'ßf n konvergent u , wenn die Summe S n der n ersten Glieder: 

(5) . . . . S n = W 4" Ml + •*• + Wn-1 
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für lim. w = oo einer „bestimmten endlichen" Grenze S zustrebt; ist 
dies nickt der Fall, so heißt die Reihe „divergent". Im ersteren Falle 
heißt S der „Summenwert" oder kurz der „ Wert" der Reihe. 

Unter Trennung der reellen und imaginären Bestandteile in den 
einzelnen Gliedern der Reihe setze man: 

(6) ü n = u + u x + ••• -f w w _i, V n = v + v l + ••• + #„_!. 

Dann ist S n = U n + * "Pn 5 un( ^ man ^ a * * m Falle der Konvergenz 
der Reihe (4) bestimmte endliche Grenzwerte lim. U n und lim. V m wie 



« = ao n = co 



auch umgekehrt aus der Existenz derartiger Grenzen eine ebensolche 
Grenze lim. S n folgt. 

n = oo 

Lehrsatz: Die Reihe (4) ist stets und nur dann konvergent, wenn 
die beiden aus reellen Gliedern bestehenden Reihen (u -\- u { -f- u 2 -\- • • -) 
und (v -f~ V} + ^2 + * ■ •>) konvergent sind. 

Die zur Reihe (4) gehörige „Reihe der absoluten Beträge" ist: 

(7) l^ol + l^il + l^l + l^sH 

Es besteht der 

Lehrsatz: Die vorgelegte Reihe (4) ist jedenfalls dann kon- 
vergent, wenn die zugehörige Reihe der absoluten Beträge (7) konvergiert. 

Aus | w n | == y Un + v n folgt nämlich | u n | ^ | w n |, | fl n | ^ | w n | ; 
und also ist: 

I U | + \U { H f-| W«-i | ^ | W | -f | W x H h| ^n-1 | , 

I *>0 | + K H h| ^n-1 | ^ | W | + | Wi H + | W«-i | • 

Es wird somit weder | u \ -\ + | w n — i | noch | v \ -\ + | s> n -i | 

für irgend einen Index n den endlichen Summenwert der Reihe (7) 
übersteigen können. 

Deshalb sind nach dem Lehrsatz III, S. 55, die beiden Reihen 
I u o I ~h | % | ~h • ' ' uno ^ | v o | H~ I v i | 4" • " konvergent und folglich nach 
dem Lehrsatz V, S. 55, auch die beiden Reihen u -\- u x -f~ '" un( l 

*>o + Vi + • • • 

Hieraus ergibt sich endlich die Konvergenz von w -\- w x -\- 

auf Grund des ersten Lehrsatzes in der vorliegenden Nummer. 

Eine „Potenzreihe mit komplexen Gliedern" oder kurz eine ^kom- 
plexe Potenzreihe"' schreiben wir in der Gestalt: 

(8) c + c x z + c 2 z 2 + c 3 z* -f ••• 

Hier ist zur Abkürzung z für die komplexe Variabele (x -\- iy) 
geschrieben, und auch die Koeffizienten sind im allgemeinen als kom- 
plexe Konstante zu denken Cq = a -f- ib , c x = a x -\- ib^ ••• 

Die Konvergenzregeln der zugehörigen Reihe der absoluten Be- 
träge : 

(9) . . |coH-|c 1 |-|£rH-|c a |-|^|a + |c 3 |-|^|8+".-- 
sind S. 58 entwickelt. 
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Falls die Reihe (9) überhaupt für Werte von | z | , die > sind, 
konvergiert, so gibt es eine bestimmte reelle positive Zahl 9, die auch 
gleich oo sein kann , der Art , daß für | z | < g die Reihe (9) kon- 
vergiert , während (im Falle eines endlichen g) für | z | > g bereits 
der Wert des Emzelgliedes \c n \ • \z\ n mit wachsendem n über alle 
Grenzen wächst. 

Die Bedingung \z\ <C g kommt, geometrisch gesprochen, darauf 
hinaus, daß der „Punkt tt z der Zahlenebene im Inneren des Kreises 
vom Radius g um den Nullpunkt gelegen ist. 

Lehrsatz: Für eine "komplexe Potenzreihe gibt es einen mit dem 
Radius g um den Nullpunkt der Zahlenebene gezogenen sogenannten „Kon- 
vergenzkreis", der sich auch auf einen Punkt zusammenziehen oder über 
die ganze Zahlenebene spannen kann, nämlich falls g = bzw. g = oo 
zutrifft Für die Werte z im Inneren des Konvergenzkreises ist die 
Reihe konvergent, außerhalb desselben divergiert sie. 

Ist g = oo, so heißt die Reihe „unbegrenzt konvergent". 

9. Funktionen einer komplexen Variabelen. 

Erklärung: Ist die komplexe Variabele w = u -j- «0 derart an 
die „unabhängige" komplexe Variabele z = x -f- iy gebunden, daß zu 
dem einzelnen Werte der „unabhängigen" Variabelen z stets ein Wert 
oder irgend eine Anzahl von Werten der „abhängigen" Variabelen w 
gehört, so heißt w eine „Funktion" der komplexen Variabelen z. 

Die Bezeichnungsweise der Funktionen durch Abkürzungen f{z\ 
F(z) usw., die explizite und implizite Darstellungs weise der Funk- 
tionen, die Begriffe der Inversion, der Eindeutigkeit und Mehrdeutig- 
keit, der Stetigkeit usw. übertragen sich von den bisher allein be- 
trachteten reellen Funktionen leicht auf die Funktionen einer komplexen 
Variabelen. 

Erklärung: Eine Funktion f(z) der Variabelen z, welche aus z 
und gegebenen komplexen Konstanten durch rationale Rechnungen be- 
rechenbar ist, heißt eine „rationale" Funktion; kommen neben rationalen 
Rechnungen auch Wurzel Ziehungen bei der Berechnung von f(z) vor, so 
nennt man f(z) eine „irrationale" Funktion von z. 

Lehrsatz: Jede rationale Funktion f(z) ist eine „eindeutige" 
Funktion ihres Argumentes; bei der Berechnung einer irrationalen Funk- 
tion liefert das Ausziehen der n Un Wurzel aus einem bestimmten Aus- 
druck stets „n verschiedene Ausdrücke" (vgl. Nr. 7). 

Zur Definition der elementaren transzendenten Funktionen für 
ein komplexes Argument machen wir einen wichtigen Gebrauch von 
den komplexen Potenzreihen. Erstlich geben wir die 

Erklärung: Die „ Exponent ialfunläion" e? , sowie die „trigono- 
metrischen Funktionen" sinz und cosz sollen für ein beliebiges kom- 



L 
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plexes z gegeben sein durch die Summenwerte der unbegrenzt konvergenten 
Potenzreihen: 

(i) . . . . <* = i + T + — + T7 ^ + ..., 

(2) . . . sinz = z — - — — — -f- 



1-2-3 ' 1-2-3-4-5 



** z* 

(3) . . . cosz =1 — - — - + 



1-2 ' 1-2-3-4 

Die noch fehlenden trigonometrischen Funktionen, sowie die hyper- 
bolischen Funktionen (vgl. S. 28) stellen wir nach den bei reellen 
Variabelen gültigen Formeln in den Funktionen sinz, cosz, e* dar. 

Erklärung: Die trigonometrischen Funktionen tgz und ctg s 

werden durch: 

sinz , cosz 

(4) tgz = , ctgz = - — 

v ' * cosz * sinz 

definiert, die hyperbolischen Funktionen durch: 



(5) stnhz = , coshz = , tghz = 



— z 



e* + er' 

Die in (1), (2) und (3) erklärten Funktionen sind für alle end- 
lichen Werte z eindeutig, und sie liefern, falls z einen reellen Wert 
z = x annimmt, zufolge S. 64 ff. die früher allein betrachteten reellen 
Funktionen e x , sinx, cosx wieder. 

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion e*, die trigonometrischen Funk- 
tionen sin Zj . . . und die hyperbolischen Funktionen sinh z, ... sind ein- 
deutige Funktionen des komplexen Argumentes z; für reelles z = x 
liefern sie die früher allein betrachteten Funktionen e x , sinx, ..., sinhx, ... 
unmittelbar wieder. 

Die Funktionen logx, arcsinx, ..., arcctgx gewannen wir oben 
(S. 6 ff.) durch Inversion der Funktionen e x , sinx, ..., ctgx, während 
wir die zu den hyperbolischen Funktionen inversen Funktionen früher 
nicht besonders betrachteten. 

Erklärung: Die Funktion logz, sowie die zyMometrischen Funk- 
tionen arcsinz, ..., arcctgz gewinnen wir bei komplexem Argumente z 
durch Inversion der Funktionen e*, sinz, ..., ctgz. 

10. Zusammenhang der Exponentialfunktion mit den 

Funktionen sinz und cosz. 

Aus Formel (1), Nr. 9, folgt: 



|3 



' — l + 1 + 1-2 + L2-3 + 
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Da nun i 2 = — 1, « 3 = — i, i 4 = 1, . . . ist, bo kann man die 
vorstehende Gleichung auch so schreiben 1 ): 

\ 1-2 ^ 1-2-3- 4 ^ ) 

■ ./ * ** \ 

~^~ l \ 1.2-3 "*■ 1 • 2- 5 "/' 

Der Vergleich mit (2) und (3), S. 204, liefert die erste der Formeln : 

(1) . . . e iM = cosz + isinz, e~ ig = cosz — isinz; 

die zweite findet man auf analogem Wege. 

Durch Kombination der Formeln (1) findet man Ausdrücke für 
cos z und sin z durch die Exponentialfunktion. 

Lehrsatz: Zwischen der Exponentialfunktion und den trigono- 
metrischen Funktionen sin und cos besteht der durch die Formeln (1) 

und ihre Umkehrungen: 

e i, _|_ e-iz e iz _ e -u 

(2) . . . cosz = , smz = — 

2 2 1 

dargestellte Zusammenhang. 

Speziell werden die Funktionen cosx und sinx mit reellem Argu- 
mente durch die Exponentialfunktion e ix mit rein imaginärem Argu- 
mente darstellbar sein. 

Da zufolge (1) der Ausdruck cosft -f- isinfr gleich e i& ist, so 
können wir die Polardarstellung (1), S. 196, einer komplexen Zahl auch 
so schreiben: 

(3) a + ib = re 9i . 

Insbesondere hat man für die n ten Einheitswurzeln: 

2ni 4 7ti 2(n—\)ni 

Sq 1, £j e , S% -~ & » • • •> ^n — 1 == £ 

11. Zusammenhang zwischen den trigonometrischen und den 

hyperbolischen Funktionen. 

Die beiden Formeln (2), Nr. 10, zeigen eine analoge Bauart, wie 
die beiden ersten Formeln (1), S. 28, vermöge deren wir die beiden 
hyperbolischen Funktionen cosh x und sinh x in e* ausdrückten. 

Da die letzteren Gleichungen auch für komplexes Argument z 
bestehen bleiben sollten, so gewinnen wir den 

Lehrsatz: Zwischen den trigonometrischen Funktionen und den 
hyperbolischen bestehen die Beziehungen: 

(1) cosz = cosh(iz), sinz = — isirih{iz), tgz = — itgh(iz), 

*) Für die Umordnung der Glieder der fraglichen Beihe sind die S. 72 
für reelle Beinen entwickelten Gesichtspunkte maßgeblich. Eine konvergente 
Potenzreihe ist „unbedingt" konvergent, so daß sie nach einer Neuanordnung 
ihrer Glieder den ursprünglichen Summen wert besitzt. 
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die man auch auf die Gestalten umrechnen kann: 
(2) coshz = cos{iz\ sinhz = — isin(iz), tghz = — itg{iz). 
Insbesondere f ür den Fall einer reellen Variabelen z = x folgt der 

Lehrsatz: Die hyperbolischen Funktionen coshx, sinhx, tghx, 
ctghx für reelles Argument x sind identisch mit den trigonometrischen 
Funktionen cos (ix), — i sin (ix), — itg(ix), i ctg (ix) des rein ima- 
ginären Argumentes ix; umgekehrt sind die trigonometrischen FunJc- 
tionen cosx, sinx, tgx, ctgx von reellem Argumente x identisch mit den 
hyperbolischen Funktionen cosh (i x), — i sinh (i x), — i tgh (i x) } i ctgh (i x) 
des rein imaginären Argumentes ix. 

Die früher wiederholt (S. 29 und S. 92 ff.) hervorgetretenen Ana- 
logien im Verhalten der trigonometrischen und hyperbolischen Funk- 
tionen sind auf Grund der jetzt erkannten Beziehungen zwischen diesen 
Funktionen unmittelbar verständlich. 

12. Additionstheorem der Exponentialfunktion. 

Man bilde die Exponentialfunktion für die beiden komplexen 
Argumente z u z 2 : 

e*i — i J_ £l 4- £l j_ z 1 j_ *1 _l ... 
6 — L + 1 + 2! + 3! + 4! + ' 

<>z 9 i j_ *2 i *2 i *2 i *2 i 

6 * - * + T + 2! + 3! + 4! + • 

Wie eingehendere Betrachtungen zeigen, darf man diese beiden 
Gleichungen nach der Regel multiplizieren, welche für endlichgliedrige 
Summen gilt. Es entspringt dabei rechts wieder eine konvergente 
Reihe, deren Summenwert gleich dem Produkt der linken Seiten 
e* 1 , e** ist: 

n! ^ (n — 1)1 1 ^ ^ (n — k)\ kl ^ ^ n\) ^ 

Hier sind immer die Glieder gleich hohen Grades in eine Klammer 
zusammengefaßt. 

Die Summe der Glieder eines beliebigen Grades n können wir 
auch so schreiben : 

h [*" + (1) *"~ l02 + '" + (*) * r * 4 + - + *s}« 

dieser Summenwert ist aber zufolge des binomischen Lehrsatzes (vgl. 

S. 32) gleich — t {z x + z 2 )\ Also folgt: 

n\ 

<* ^ — 1 I *1 + *2 , (*1 + * 2 ) 2 , , (*1 + * 2 ) W , 



u 
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Da hier rechts die Exponentialreihe für z = z x + z 2 steht, so 
ergibt sich der 

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion mit dem Argumente (z v + **) 
ist gleich dem Produkte der Exponentialfunktionen mit den Argumenten 
z x und z 2 : 

(1) g«i+«2 = e'i.c*«. 

Dieser Satz heißt das „Addüionstheorem" der Exponentialfunktion. 
Durch wiederholte Anwendung der Formel (1) finden wir die etwas 
allgemeinere Gleichung: 

Nimmt man hier alle Argumente z miteinander gleich, so folgt 
(unter Austausch beider Seiten der Gleichung): 

(3) (e*) n = e nz . 

Man spezialisiere diese Gleichung für z = id" und benutze die 
Formel (1), S. 205. So gewinnt man den Moivr eschen Lehrsatz (vgl. 
S. 199): 

(4) . . . (cosft + isind 1 )* 1 = cosnft -f- isinnft 

als eine einfache Folge des Additionstheorems der Exponentialfunktion. 

13. Additionstheoreme der trigonometrischen und der 

hyperbolischen Funktionen. 

Nach (1), Nr. 12 gilt 

Wendet man hier beiderseits die Regel (1), S. 205, an, so folgt: 
cos(z 1 + z 2 ) db isin{zi -f- ^2) = (cosz x + isinzj (cosz 2 i isinz 2 ). 

Entwickelt man die rechte Seite einmal für die oberen, sodann 
für die unteren Zeichen, so folgt durch Kombination der beiden ent- 
springenden Formeln der 

Lehrsatz: Für die Funktionen sin z und cos z gelten die „ Additions- 
formeln u : 

sin{z 1 -\- z 2 ) = sinz 1 cosz 2 + cosz x sinz 2 , 



i 



(1) 

cos {z x -\- z 2 ) = cos z x cos z 2 — sin z x sin z 2 

Für reelle Argumente kommt man auf die bekannten Additions- 
theoreme der Trigonometrie zurück. 

Der Übergang zu den hyperbolischen Funktionen wird durch die 
Formeln von Nr. 11 vermittelt. 

Lehrsatz: Für die hyperbolischen Funktionen sinh und cosh gelten 
die folgenden Additionsformeln: 

( sinh (zi -f- z 2 ) = sinh z x cosh z 2 -f- cosh z x sinh z 2 , 
\ cosh (z x 4- ^2) = cosn z \ cosn z 2 + sinh #1 sinh z 2 . 
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14. Periodizität der Funktionen e z y sin z, • • • , sink #, 

Setzt man in (1), Nr. 13, für z 2 den Wert 2n ein und berück- 
sichtigt die Gleichungen cos 2 n = 1, sin 2 n = 0, so folgt: 

(1) . . sin(z + 2ä) = sinz, cos(z -\- 2n) = cosz. 

Lehrsatz: Die Funktionen sinz und cosz haben die „Periode" 
2n, d. h. die Werte der Funktionen ändern sich nicht, falls man das 
Argument z um 2n vermehrt oder vermindert. 

Wenn man demnach die Zahlenebene, wie Fig. 72 andeutet, durch 
Parallele zur imaginären Achse in lauter Streifen von der Breite 2 tz 

Fig. 72. Fig. 73. 



z-2jr 



-2n- 







z + 2*r 



2* 



z + 4« - 



4jt 



4iw 



• z + 2i?r 



217T 



• 2 



•z-2i?r 



-2i/r 



einteilt, so werden dfe Funktionen sin z und cos z für homologe Punkte 
der Streifen (z. B. die in der Figur markierten Punkte z, z + 2 n, • • •) 
immer wieder dieselben Werte annehmen, wie für den ersten Punkt z. 
Ersetzt man in der Formel e iz ' = cosz 1 + isinz' das Argument 
z' durch (*' + 2n), so folgt, daß e iss ' + 2i7t gleich e ie ' ist. Schreibt 
man hier iz' = z, so folgt: 

(2) . e z + 2i7t — e z . 

Den Übergang zu den hyperbolischen Funktionen vermitteln die 
Darstellungen derselben in der Exponentialfunktion oder auch die 
Formeln von Nr. 11, S. 206. Es findet sich: 

(3) sinh (z + 2 in) = sinhz, cosh (z -\- 2 in) = coshz. 

Lehrsatz: Die Exponentialfunktion e*, sowie die hyperbolischen 
Funktionen sinhz, coshz haben die Periode 2 in, welche rein imaginär 
ist; d. h. die einzelne jener Funktionen ändert sich nicht, falls man das 
Argument z um 2 in vermehrt oder vermindert. 

Wenn man demnach die Zahlenebene durch Parallele zur reellen 
Achse in lauter Streifen der Breite 2 n einteilt (vgl. Fig. 73), so wird 
die einzelne der genannten Funktionen in homologen Punkten dieser 
Streifen stets gleiche Werte annehmen. 
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15. Die Funktion logz für komplexes Argument. 

Ist w = u -\- iv und setzt man e w = z = re 9i , so gilt ex- 
plizite : 

gti + i» _ e u( co$v ^_ isinv) = r(cosfr + i sin fr). 

Durch Trennung der reellen und imaginären Bestandteile folgt hieraus: 

e u cosv = r cos fr, ePsinv — r sin fr. 

Durch Kombination dieser Gleichungen gewinnt man leicht: 

e M = r, u = logr, v = fr -{- 2 Vit, 

wo logr der natürliche Logarithmus der positiven Zahl r ist, welcher 
nach S. 7 einen eindeutig bestimmten Wert hat, und wo v eine beliebig 
zu wählende ganze positive oder negative Zahl oder bedeutet. 

Invertiert man e w = z in w = logz, so folgt: 
(1) logz = logr -f (fr + 2vn)i. 

Lehrsatz: Der natürliche Logarithmus logz für ein beliebiges 
Tcomplexes Argument z ist in der Art „unendlich vieldeutig*^, daß der 
reelle Bestandteil von logz als logr eindeutig bestimmt ist, während der 
Faktor von i im imaginären Bestandteil von logz gleich der Amplitude 
fr von z, vermehrt um ein beliebiges Mtdtiplum von J^n, ist. 

Als „Hauptwort" der Funktion log z bezeichnet man den für v = 
eintretenden Funktionswert. Hierbei gilt fr als im Intervall < fr 
<^2% gelegen. 

Soll logz reell sein, so muß z reell und positiv sein, und es ist 
der Hauptwert zu nehmen. Die Hauptwerte der Logarithmen nega- 
tiver reeller Argumente z sind komplex, nämlich gleich (logr -f- ni). 

16. Die zyklometrisohen Funktionen mit komplexem 

Argument. y • 

Die in Nr. 10 gewonnenen Relationen zwischen der Exponential- 
funktion und den trigonometrischen Funktionen lassen sich durch ein- 
fache Rechnung umgestalten in Beziehung zwischen dem Logarithmus 
und den zyklometrischen Funktionen. 

Aus (1), Nr. 10, folgt, wenn man w statt z schreibt: 

wi = log (cos w -f- isinw). 
Setzt man somit sinw = z und also w = arcshiz, so folgt: 



nrcsmz 



= ^rlog(iz + Vi— * 2 ); 



und eine ähnliche Formel ergibt sich für arccosz. 

Fr icke, Leitfaden. j^ 
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Für arctg z knüpfe man an: 

e wi n . cosw 4- isinw 1 4- itgw 

#2 tot ! ' u 



e~ wt cosw — isinw 1 — itgw 

und setze hier tg w = z und also w = arctg z. 

Lehrsatz: Die Dar Stellung der Funktionen arcsinz und arctg z 
durch den Logarithmus wird geliefert durch: 



(i) 



arcsinz 



= ±1og(ie + Vi -* 2 )> 



arc 



tg e = ^l 09 (L±JJ^ 



Die Eigenschaften der zyklometrischen Funktionen mit komplexem 
Argument kann man somit auf Grund der vorstehenden Relationen aus 
den in Nr. 15 betrachteten Eigenschaften des Logarithmus ablesen. 

17. Ableitungen und unbestimmte Integrale bei komplexen 

Funktionen. 

Erklärung: Von einer als variabel zu denkenden komplexen 
Größe , welche im Sinne der Erklärung am Anfang von Nr. 8, S. 201, 
die Null zur Grenze hat, ohne mit Null identisch zu tverden, sagt 
man, sie werde unendlich klein oder (was jedoch nicht genau ist) sie 
„sei u unendlich klein. 

Bei einer unendlich kleinen komplexen Größe ist demnach der 
absolute Betrag unendlich klein, während die Amplitude in keiner 
Weise beschränkt ist. 

Benutzen wir die am Schlüsse von Nr. 4 besprochene Deutung 
der komplexen Zahlen durch parallel mit sich verschiebbare Strecken 
der Zahlenebene, welche nach Länge und Richtung fixiert sind, so 
würde die zu einem Differential dz gehörende Strecke eine verschwindend 
klein werdende Länge, aber beliebige Richtung besitzen. 

Ist f(z) irgend eine Funktion der komplexen Variabelen z y so 
können wir analog wie bei reellen Veränderlichen und Funktionen für 
irgend einen Anfangswert z und einen zunächst endlichen und im all- 
gemeinen komplexen Zuwachs A z den n Differenzenquotienten u : 

m Jfi*) _ n* + **) - m 

K } ' " Az Az 

erklären und den Grenzwert desselben untersuchen, falls dz irgendwie 
zu einem ^komplexen Differential" dz, d. i. unendlich klein wird. 
Hierbei gilt der merkwürdige 

Lehrsatz: Für alle oben betrachteten Funktionen f(z) ist der 
Grenzwert des Differenzenquotienten eine „nur von z u , aber „nicht von 
der Amplitude" des Differentials dz abhün gen de Funktion f'(z), welche 
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wieder als „Ableitung" oder genauer als „erste Ableitung" von f(z) be- 
zeichnet wird. 

Das zu dz gehörige Differential df(z) der Funktion f(z) erklären 
wir alsdann wieder durch: 

so daß die Ableitung f (z) auch als Differentialquotient: 

* 

dargestellt werden kann. 

Der ausgesprochene Lehrsatz soll an folgenden Beispielen erläutert 
werden : 

Für die Funktion f(z) = z n überträgt sich die S. 20 ausgeführte 
Rechnung unmittelbar und liefert f r (z) = nz n ~ 1 als Ableitung. 

Für die transzendenten Funktionen knüpfe man an die Potenz- 
reihen. Durch eingehendere Betrachtungen läßt sich zeigen, daß 
man aus: 

(2) . . . f(z) = c + c x z + c 2 z 2 -f c 3 * 3 -f •••, 

indem man rechter Hand gliedweise differenziert, die Potenzreihen- 
entwickelung der Ableitung gewinnt: 

f'(z) = c x + 2c 2 z + 3csZ* + 4c 4 * 8 + ••, 

und daß diese Reihe denselben Konvergenzkreis wie die Reihe (2) 
besitzt (vgl. S. 58, Schlußsatz von Nr. 4). 

Die Anwendung auf die in Nr. 9, S. 204, angegebenen Reihen lehrt: 

die 9 ) m dsinz dcosz 

— — = e* % — - — = cos z y — — = — sin z. 
dz dz dz 

Durch Fortsetzung dieser Betrachtungen findet man, daß über- 
haupt alle aus dem ersten Abschnitt bekannten Differentialformeln für 
die komplexen Variabelen erhalten bleiben. 

Bei der unbestimmten Integration der Differentiale gelangten wir 
im dritten Abschnitt zu Gleichungen, welche nichts weiter als formale 
Umgestaltungen der Gleichungen der Differentialrechnung waren. Wir 
erhalten somit folgenden 

Lehrsatz: Alle im ersten und im dritten Abschnitte bei der 
Differentiation und der unbestimmten Integration der Funktionen ge- 
wonnenen Formeln bleiben unverändert bestehen, falls an Stelle des 
damaligen reellen Argumentes x und Differentials dx komplexe z und dz 
treten und die FunMionen in der durch Nr. 9, S. 203 u. f., bezeichneten 
Art auf komplexe Funktionen erweitert werden. 
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18. Bemerkung zur Integration rationaler Differentiale. 

Die Integration der rationalen Differentiale wurde oben (vgl. 
S. 101 ff.) unter Vermeidung komplexer Größen durch geführt. 

Gebrauchen wir komplexe Zahlen, was uns jetzt frei steht, so ge- 
stalten sich die genannten Entwickelungen weit einfacher. 

Für eine rationale Funktion R(z), welche komplexes Argument 
hat und natürlich auch komplexe Koeffizienten aufweisen darf, haben 
wir zunächst der Gleichung (4), S. 102, entsprechend die Zerlegung: 

B(z) = G(z) A ^— + ^ + ... + Aa 

w w ^ (z — a) a r (* — a)«" 1 ^ ^ 

+ 



0) 



z — a 



_l ^ l _l ^a , , L* 



wo 6r(#) eine ganze Funktion ist und die A t > A^ . .., a, fr, ..., Z kom- 
plexe Werte haben dürfen. 

Die Integration liefert nun einfach: 



(2) 



\R(z)dz = \G(z)dz — 



(« - 1)(*t- a)— 1 



£i 



-f Lxlog(z — 

tf?s c'iwe „aZZe a .FäZZe umfassende Formel. 

Hat 2? (#) reeZZe Koeffizienten , so kommen in (2) rechter Hand 
etwaige komplexe Glieder immer zu Paaren konjugiert vor. Zwei 
solche Glieder lassen sich dann zu einem einzigen reellen Ausdruck zu- 
sammenfassen. 

Es hat ein besonderes Interesse, diese Vereinigung wenigstens an 
den Paaren konjugierter logarithmischer Glieder durchzuführen. Zu 
diesem Zwecke knüpfen wir an die beiden konjugierten Partialbrüche: 

A' + %A" A' -JA" 

W z — a' — ia^z — a'+ia"' 

welche bei der Integration ergeben: 

(4) (A f + i A") log (z — a f — i a") + {A' — i A") log (* — a+ i a"). ' 

Um nun diese beiden Glieder unter Zusammenfassung in einen 
reellen Ausdruck umzugestalten, schreiben wir erstlich an Stelle von (4) : 

jityfr-a'-ia'^-a'^ ia '>)] - 2A"± ^ 1 j^ I ff 

+ iA"log(— 1). 
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Das letzte Glied, welches konstant ist, kann fortbleiben, da es 
sich hier um eine „unbestimmte" Integration handelt. Für das vor- 
letzte Glied benutzen wir die aus (1), Nr. 16 (S. 210), entspringende 
Gleichung: 

1 , a" 4- i (* — et) * * — <*>' 

tt: log -r, r; k = arctg -. 

2 1 * a" — t(z — a') J a" 

So folgt als Integral des Ausdrucks (3): 

A'hg[(z — aO a + «"*] — 2Ä'arctg ^=^- 

OL 

Zu dem gleichen Resultate werden wir geführt, wenn wir die 
beiden Partialbrüche (3) vor der Integration zu einem reellen Aus- 
drucke zweiten Grades zusammenfassen und sodann die Integration 
nach der Regel (III), S. 105, durchführen. 



19. Bemerkung über lineare homogene Differentialgleichungen 

mit konstanten Koeffizienten. 

In der S. 187 ff. gelieferten Behandlung der in der Überschrift ge- 
nannten Differentialgleichungen haben wir den Fall, daß die daselbst 
unter (2) angesetzte . algebraische Gleichung w ten Grades komplexe Wur- 
zeln aufweist, ausgeschlossen. 

Wie wir jetzt wissen, gelten die in den beiden damaligen Lehr- 
sätzen ausgesprochenen Ergebnisse ohne weiteres auch im Falle kom- 
plexer Lösungen p. 

Wir halten etwa an der Voraussetzung fest, daß die Koeffizienten 
a ly a 2 i • •-, a n der Differentialgleichung reell sind, nehmen indessen an, 
daß die Gleichung: 

(1) . . . (h(i n + aift"- 1 + ... + a w _!ft -f a n = 

das Paar der komplexen Wurzeln : 

jUj = x -f- ^K f*2 = x — «^ 

a-fach besitze. 

Dann liefert der letzte Lehrsatz von S. 188 die 2a Integrale: 

lg(*-<A)* f xet*- il > x , sV*-*^*, ..., x? V*-»'*)* 
Nun gilt aber nach S. 205: 

Man gestalte die Integrale (2) dementsprechend um und beachte, 
daß nach den Sätzen von S. 186 sowohl die halbe Summe als die durch 
2 i geteilte Differenz je zweier in (2) untereinander stehender Integrale 
wiederum Integrale der vorgelegten Differentialgleichung liefern. 
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So entspringt der 

Lehrsatz: Hat die algebraische Gleichung (1) das a-fach auf- 
tretende Paar komplexer Lösungen (x + i k), so entspricht diesen Lösungen 
das System der 2 a „reellen" Integrale: 

e xx coskx, xe* x coskx, x 2 e* x coskx, ..., x*— 1 e xx cos Ix, 
e* x sin kx, xe xx sin kx y x 2 e* x sinkx, ..., x a ~" 1 e* x sin k x. 



20. Bestimmte Integrale zwischen komplexen Grenzen. 

Es sei (p (z) eine der bisher betrachteten Funktionen der kom- 
plexen Variabelen z, und es mögen z i und z 2 irgend zwei fest gewählte 
Einzelwerte von z sein. 

Um zu erklären, was wir unter dem bestimmten Integrale: 



(i) 






(z)dz 



Fig. 74. 



verstehen wollen, müssen wir auf die S. 86 entwickelten Gesichts- 
punkte zurückgehen. * 

Wir zeichnen in der Zahlenebene vom Punkte z 1 eine beliebige 
Kurve nach z % und wollen diese als n Integrationskurve u benutzen (siehe 
die in Fig. 74 ausgezogene Kurve von e x nach £ 2 ). 

Nach dem Vorbild der Maßregeln von 
S. 86 (unten) denken wir diese Kurve in 
lauter einzelnen Schritten dz zurück- 
gelegt, bilden für das an der Stelle z 
gelegene dz das Produkt <p(z)dz und 
erklären die Summe aller auf unsere 
Kurve bezogenen Produkte dieser Art als 
bestimmtes Integral (1). 

Hierbei tritt die fundamentale Frage 
auf, in welclier Weise die Auswahl der 
Integrationskurve auf den entspringenden 
Integralwert einwirkt. 
Teilweise wird diese Frage beantwortet durch den 

Lehrsatz: Man kann, ohne daß der Integralwert ein anderer 
wird, Verschiebungen der Integrationskurve, z. B. von der ursprünglichen 
zu der in Fig. 74 punktierten Gestalt, vornehmen, sofern man nur 
hierbei die fragliche Kurve nicht über gewisse der Funktion <p (z) eigen- 
tümliche Ausnahmepunkte hinwegschiebt. 

Zum Beweise dieses Satzes, sowie zu einer ausführlichen Ent- 
wickelung der Theorie der bestimmten Integrale mit komplexen Grenzen 
fehlt hier leider der Raum. 
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